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Matriz de indutâncias mútuas entre o enrolamento principal doestator 
e os enrolamentos do rotor em variáveis originais 
O mesmo que lkrp 
Matriz de indutancias mútuas entre o enrolamento principal do 
estator e os enrolamentos do rotor no sistema de componentes 
simétricas 
Elemento da matriz Lsrp 
Parâmetro de indutància mútua entre o enrolamento principal do 
estator e os enrolamentos do rotor relativo a harmônica n. 
Idem a Lsrpn, com v=pn 
Matriz de indutâncias dos enrolamentos do estator em variáveis 
originais
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indutancias do estator no sistema de componentes 





Número de barras da gaiola da máquina 
zig-zag do estator 
zig~zag equivalente do rotor 
zig-zag de uma barra da gaiola 
Matriz das funções variaveis no tempo, coeficientes das indutancias 
mútuas de ordem n entre estator e rotor 
Elemento da matriz Lsr, o mesmo que mv _ 
Matriz de indutancias mútuas no sistema a coeficientes constantes 
Matriz de indutäncias mútuas no sistema a coeficientes constantes 
Elemento da matriz Msr, x = 1 ou 2 e 5 = 1, 2, ..., r 
Matriz de indutancias mútuas entre enrolamentos de estator e rotor 
Matriz de indutancias- mútuas entre o enrolamento- principal e os 
enrolamentos do rotor no sistema de coeficientes constantes - A 
Matriz para calculo de conjugado. 
Elemento da matriz MT, u = 1 ou 2 e 3 = 1, 2, . , r 
Indutància relativa a harmônica v=pn 
Elemento da matriz M ou módulo de mv 
Número de espiras de um enrolamento qualquer 
Ordem de harmônica~~ - 
Número de bobinas por fase 
Número de pólos da máquina 
Número de par de pólos da maquina 
Número de enrolamentos paralelos no estator 
Raio médio de entreferro ou genericamente raio 
Raio da espira da cabeça de bobina 
Matriz de resistências da maquina em variaveis originais 
Número de colunas não nulas da matriz Lsr 
Elemento (2,2) e (3,3) da matriz Rss igual a Bãgšgãš 
Resistência por fase do estator
_ 











































Resistência de uma barra 
anel 
anel 
anel da gaiola externa 
anel k da gaiola externa 
anel da gaiola interna 
Resistência de uma barra da gaiola externa 
Resistência da barra k da gaiola externa ' 
Resistência de uma barra da-gaiola-interna_ _" 
Resistência da barra k da gaiola interna 
Raio externo doslanéis da gaiola 
Raio externo do estator _ 
Raio do eixo 
Raio externo do rotor 
Raio interno dos anéis da gaiola 
Raio do furo do estator- - 
Elemento-genérico da matriz de resistências do rotor Rrr - 
Raio médio de entreferro 
Elemento de'resistência da matriz Rrr igual a resistência total do 
rotor relativa a componente simétrica k 
Matriz de resistências dos enrolamentos do rotor em variáveis 
originais 
Matriz de resistências dos enrolamentos do rotor em variáveis 
originais 
Matriz de resistências do rotor no sistema de componentes simétricas 
Matriz de resistências do rotor no sistema de coeficientes 
constantes 
Matriz de resistências da gaiola externa do rotor em variaveis 
originais 
Matriz de resistências da gaiola externa do rotor em variáveis de 
componentes simétricas 
Matriz de resistências mútuas entre as gaiola do rotor de gaiola 
dupla em variaveis originais 
Matriz de resistências mútuas entre as gaiola do rotor de gaiola 





























Matriz de resistências da gaiola interna do rotor em variáveis 
originais 
Matriz de resistências da gaiola interna do rotor em variáveis de 
componentes simétricas ' 
Matriz de resistências mútuas entre as gaiola do rotor de gaiola 
dupla em variaveis originais 
Matriz de resistências mútuas entre as gaiola do rotor de gaiola 
dupla em variáveis de componentes simêtricas 
Resistência por fase do estator ou de um enrolamento qualquer do 
estator 
Resistência do enrolamento auxiliar do motor monofásico 
Resistência do enrolamento principal do motor monofásico N 
Matriz de resistências dos enrolamentos do estator em variáveis 
originais 
Matriz de resistências do estator no sistema de componentes 
simétricas 
Variável auxiliar inteira usada nas expressões dos grupos de 
seqüência de n 
Escorregamento do rotor em relação ao campo girante ` 
Posição linear no arco de contorno do rotor em relação ao eixo do 
enrolamento 1 do rotor 
if- ___ 
Número de ranhuras do estator 
Número de ranhuras do rotor 
Área da seção transversal do anel 
Area da seção transversal da barra 
Seção transversal da ranhura do estator 
Seção transversal da ranhura do rotor 
Àrea da seção transversal do anel 
Tempo 
Vetor unitário tangencial a Fx] 
Largura do dente do estator 
Largura do dente do rotor 
O dobro de Tai 
Uma das parcelas do conjugado instantâneo Te que contribui para o 
conjugado médio 
Uma das parcelas do conjugado instantâneo Te que contribui para o
U 
conjugado médio igual a Ia1
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das perdas rotacionais e no ferro 
Conjugado eletromagnético instantâneo produzido pela maquina 
Conjugado eletromagnético médio ' 
Amplitude do conjugado sincrono 
Conjugado eletromagnético da harmônica v 
Conjugado mecânico exigido pela carga 
Conjugado eletromagnético medido através de ensaio 
Matriz de transformação das variáveis do rotor do sistema de 
componentes simétricas para o sistema a coeficientes constantes 
Matriz de transformação das variaveis do estator do sistema de 
componentes simétricas para o sistema a coeficientes constantes 
Amplitude de uma das parcelas de conjugado sincrono 
Amplitude de uma das parcelas de conjugado sincrono = Tsi. 
Conjugado sincrono^ 
Vetor de tensões do rotor no sistema a coeficientes constantes 
Vetor de tensões da gaiola externa do rotor no sistema a 
coeficientes constantes 




Elemento do vetor Or que é nulo 
Vetor de tensão de seqüência positiva = [V,0]t 
Potencial escalar igual a 0 : W 
Vetor.de tensões_do estator no sistema a coeficientes constantes 
Tensão de seqüência positiva do estator no sistema de coeficientes 
constantes 
Tensão de seqüência negativa do estator no sistema de coeficientes 
constantes 
Tensão do enrolamento auxiliar no sistema de coeficientes constantes 
e após a última transformação de componentes simétricas 
Tensão do enrolamento principal no sistema de coeficientes 
constantes e após a última transformação de componentes simétricas 
Tensão eficaz fase-neutro nos terminais da máquina 
Vetor de tensões nos terminais da maquina em variáveis originais 
Tensão eficaz no enrolamento auxiliar 
Tensão no capacitor do enrolamento auxiliar 





























Tensão eficaz no enrolamento principal 
Vetor de tensões do 
Vetor de tensões do 
Vetor de tensões do 
Vetor de tensões da 
Vetor de tensões 
simétricas 
Vetor de tensões da 
Vetor de tensões 
simétricas 
Componente simétrica k da tensão do rotor 
Vetor de tensões do 
Vetor de tensões do 
Vetor de tensoes do 
rotor nas variáveis originais 
rotor em variaveis originais 
rotor em componentes simétricas ' 
gaiola externa do rotor em variaveis originais 
da gaiola externa do rotor em componentes 
gaiola interna do rotor em variaveis originais 
da gaiola inxterna do rotor' em componentes 
estator nas variáveis originais 
estator nas variaveis originais 
estator no sistema de componentes simétricas 
Tensão de seqüência zero do estator no sistema de componentes 
simétricas 
Tensão de seqüência positiva do estator no sistema de componentes 
simétricas - 
Tensão de seqüência negativa do estator no sistema de componentes 
simétricas 
Tensão aplicada ao enrolamento auxiliar durante a partida do motor 
monofásico -~ 
Tensão aplicada ao enrolamento auxiliar durante a partida do motor 
em componentes simétricas, igual a vsa= -«¬ ' 
Tensão da fase a do 
Tensão da fase b do 




Tensão da componente -de seqüência k da tensão do estator em 
componentes simétricas 
Tensão aplicada ao enrolamento principal - 
Componente de seqüência positiva da tensão aplicada ao enrolamento 
principal 
Componente de seqüência negativa da tensão aplicada ao enrolamento 
principal 
Tensão do enrolamento principal em comp. simétricas igual a vsp 






























Número de espiras total em serie por fase dos enrolamentos do 
estator 
Velocidade de rotação no eixo da máquina 
Freqüência angular relativa entre rotor e estator igual a w-dw 
Largura da boca da ranhura 
Largura final da região de abertura da ranhura 
Número de espiras total em serie do enrolamento auxiliar do estator 
Espessura do anel 
Freqüência angular da indutancia da posição l(k) da matriz Nsr igual 
a wm-w Lua 
Número de espiras total em série do enrolamento principal do estator 
Freqüência angular da rede ou das tensões imposta nos enrolamentos 
do estator A 
Matriz auxiliar de coeficientes numéricos- para resistências e 
indutancias de dispersão do rotor no sistema de variáveis originais 
Reatància de cabeça de bobina por fase 
Posição angular na superficie de entreferro em relação ao inicio do 
enrolamento do estator ou posição em que a componente fundamental de 
força magnetomotriz se anula _ 
Reatância zig-zag do estator A 
Reatancia zig-zag do rotor 
u _ ~' 
Reatància de magnetização 
Reatãncia zig-zag---- 
Matriz auxiliar de coeficientes numéricos para indutâncias próprias 
e mútuas do rotor no sistema de variaveis originais---~ 
Posição linear na superfície de entreferro em relação ao eixo do 
enrolamento que produz a força magnetomotriz 
Dimensão vertical (cota) 
Impedância de segmento de anel k 
Posição angular na cabeça de bobina 
Número de colunas não nulas a esquerda da coluna 1=p da matriz lar 
Coeficiente de temperatura do aluminio . 
Coeficiente de temperatura do cobre . 
Número de colunas não nulas à direita da coluna 1=p da matriz Ler 
Ângulo inicial de uma espira de um enrolamento qualquer do estator 






























Ângulo final de uma espira de um enrolamento qualquer do estator em 
relação ao eixo da fase a 
Fronteira entre as regiõs flj e flk 
Ângulo entre as fases do rotor ou passo angular de cada enrolamento 
do rotor, é igual a zn/m 
Ângulo inicial de um enrolamento qualquer do rotor em relação ao 
enrolamento 1
' 
Ângulo final de um enrolamento qualquerdo rotor em relação ao 
enrolamento 2 
Massa ou peso especifico do ferro 
Fator para cálculo da resistência dos enrolamentos do estator (1,3 
para maquinas de 2 polos, 1,5 para 4 polos e 1,7 para 6 polos) 
Queda de força magnetomotriz no ar_ 
Queda de força magnetomotriz no ferro 
Queda de força magnetomotriz total no ar mais no ferro 
Queda de tensão total em um caminho de corrente 
Comprimento do entreferro 
Comprimento do entreferro corrigido pelo fator de Carter 
Elemento não nulo da. matriz lsr que representa. o somatório das 
componentes harmônicas originais na posição (J,k) de Lar 
Ângulo entre as fases do estator ou ângulo de defasagem entre os 
eixos dos enrolamentos do estator 
Profundidade equivalente da barra 
Posição angular de referência dos enrolamentos do rotor 
Ângulo de Ir: 4 
Ângulo da corrente isp 
Enlace total de fluxo da cabeça de bobina 
Passo de ranhura em unidades de comprimento. 
Passo polar em unidades de comprimento 
Permeabilidade magnética do ar 
Produto do número de par de pólos pela. harmônica n, usado para 
representar a harmônica n 
Harmônica da coluna lateral do lado direito da matriz lsr 
Harmônica da coluna lateral do lado esquerdo da matriz lsr 
O mesmo que v. O ídice x é para ordenar cada valor em uma posição da 
matriz Ler ou de outra transformada 
































determinação do angulo de defasagem entre correntes de duas 
barras vizinhas 
Operador derivada no tempo igual a d/dt 
Resistividade do material do anel 
Resistividade do aluminio 
Resistividade do aluminio 
Resistividade do material da barra 
Resistividade do condutor por unidade de comprimento. 
Potencial escalar da região Q] 
Posição angular relativa entre estator e rotor tomada entre os eixos 
das duas primeiras fases de cada estrutura 
Posição angular inicial do rotor _ 
Igual a (Erk + d)¢ . 
Posição angular mecânica no rotor em relação ao eixo do enrolamento 
1 do rotor 
Posição angular mecanica no estator em relação ao eixo do 
enrolamento 1 (ou fase a) do estator W 









total produzido pela corrente de um enrolamento k do rotor 
'ou fluxo enlaçado ' 
mútuo de dispersão comum as duas gaiolas da gaiola dupla 
de dispersão da gaiola interna 
de dispersão da gaiola externa 
enlaçado somente no segmento de anel da gaiola externa 
enlaçado somente no segmento de anel da gaiola enterna . 
enlaçado com os segmentos de anel das duas gaiolas, externa e 
interna ou com o segmento do anel comum às duas gaiolas 
Componente harmônica de ordem n do fluxo produzido por um 
enrolamento do estator e enlaçado pelo enrolamento J do rotor 
Componente harmônica de ordem n do fluxo produzido pelo enrolamento 
k do estator e enlaçado pelo enrolamento J do estator 
Componente harmônica de ordem n do fluxo produzido por um 
enrolamento do estator e enlaçado por uma espira qualquer do estator 
Fluxo total de entreferro criado por um enrolamento k do rotor 
Posição angular de referência dos enrolamentos do rotor 
Fronteira entre as regiõs Q) e Qu 
Região de correntes de um problema de campo magnético
Região de materiais ferromagnéticos de alta permeabilidade 
Matriz de escorregamento igual a umlrxr - wür 





O presente trabalho apresenta um estudo sobre modelos matemáticos para 
maquinas de indução trifasicas de rotor simples, trifasicas de gaiola dupla e 
monofásicas com enrolamento auxiliar e capacitor de partida. Os modelos 
desenvolvidos foram elaborados através da teoria de circuitos acoplados, onde 
são consideradas correntes de malhas para as gaiolas e incluidos efeitos de 
harmônicas espaciais de força magnetomotriz. ' 
Para as maquinas estudadas, os modelos podem ser aplicados na avaliação 
de desempenho, em regime permanente--ou dinamico, de maquinas de linha 
(encontradas no mercado) ou de maquinas em fase de projeto; Ressalta-se como 
aplicação de grande importância o uso desses modelos na avaliação dos 
problemas derivados- da presença - de harmônicas espaciais de força 
magnetomotriz, tais como: arrastamento« na partida,- ruído, -interferências 
eletromagnéticas, perdas, etc. Podem ser utilizados .tambem na analise da 
presença de componentes harmõnicas em correntes e forças magnetomotrizes 
provocadas pelo uso de inversores e controladores eletrônicos no acionamento 
de motores. 
São analisados alguns procedimentos para obtenção de parametros das 
maquinas, onde, além dos formulários tradicionalmente conhecidos, foram 
investigadas outras formas de calculo, tais como, tecnicas_de_cálculo de 
campo por métodos de elementos finitos e outros métodos iterativos mais 
simples. Para obtenção da reatancia de cabeça de bobina, uma nova 
metodologia, utilizando calculo de campos tridimensionais foi desenvolvida e 
avaliada. 
A validação do modelo é feita através de comparações entre resultados de 
simulações e testes em laboratório, sendo ainda o desempenho do modelo 




This thesis presents a study' of mathematical models for three-phase 
induction machines with single cage, three-phase induction machines with 
double cage and single-phase induction machines with auxiliary winding and 
start capacitor. The models were developed according to the theory of 
coupled circuits. in wich were considered mesh currents for cages and the 
effects of the mmf space harmonics were taken into account as well. 
The models developed can`be applied in the analysis of the dynamic and 
Steady state performances. An important application is the evaluation of the 
problems produced by mmf spaces harmonics, such as crawling, cogging, noise, 
losses, and electromagnetic interferences. The models can also be used in the 
analysis of harmonic components in currents and mmf generated by driving 
motors with electronic inverters and controllers. 
An analysis of parameter estimation is presented, in which besides the 
traditional formulas, other forms of calculation are investigated, such as 
finite-element_ field calculation techniques and other simple iterative 
methods. A methodology for the estimation of winding end impedances using 
three-dimensional field calculations is developed and evaluated. 
The Validation .of the models is carried out by comparisons between 
results_of simulations and laboratory tests. The performance of the model is 
also compared with models obtained using conventional Park variable.
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Quando a máquina de indução rotor em gaiola opera com alimentação 
senoidal, além do campo magnético principal, estão .presentes no entreferro 
alguns outros campos magnéticos, .ditos parasitas. O estabelecimento destes 
campos é atribuido as harmõnicas de fmm. Elas possuem origens diversas e quase 
sempre são consideradas inerentes ã própria concepção da máquina. Citam-se, 
como causasámais freqüentes da formação das harmönicas de fmm, a distribuição 
dos enrolamentos do estator, o ranhuramento das superfícies de e§tator e de 
rotor no entreferro, as irregularidades existentes nestas mesmas superfícies e 
a saturação magnética do material ferromagnético. Destas, as duas primeiras 
são as que constumam produzir efeitos mais fortes, sendo por isso, 
freqüentemente, objetos de análise nos projetos e estudos das máquinas de 
indução de gaiola. As demais podem ser, em geral, muito atenuadas se alguns 
cuidados são tomados na operação, nos processos de fabricação e na escolha dos 
materiais ferromagnéticos empregados;----~ 
Assim como o campo fundamental, os campos_harmônicos (ou parasitas) 
produzem correntes e forças. Estas correntes-snãoiinduzidas no rotor e 
refletidas para o estator gerando perdas adicionais de energia e componentes 
de altas freqüências na corrente da linha. As forças ou conjugados 
eletromagnéticos produzidos pelos campos parasitas terão seus efeitos 
superpostos ao conjugado fundamental, podendo resultar em problemas na partida 
da máquina. 
Os conjugados parasitas são normalmente classificados pela maioria dos 
autores (Alger, 1964), (Kostenko e Piostrovsky, 1965) e (Say, 1988) em: 
conjugados assincronos ou de indução, conjugados sincronos e conjugados de 
vibração. As harmônicas espaciais de fmm originadas pela distribuição de 
enrolamentos e pelo ranhuramento criam campos girantes semelhantes ao 
fundamental mas com números de pólos maiores e conseqüentemente velocidades 
mais baixas. Os conjugados assincronos produzidos por estes campos, durante a 
partida, podem estabilizar a máquina em uma velocidade próxima a uma fração da 
velocidade normal de operação. O fenômeno é chamado arrastamento assíncrono. 
Fenômeno semelhante pode também ocorrer, quando os números de ranhuras de 
estator e rotor guardam entre si uma relação dada por S1-S2=i2p, ou ainda
1I
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S1=S2 (Kostenko e Piostrovsky, 1965) e (Say, 1988). Nesse caso, campos 
harmonicos, que possuam o mesmo número de pólos, podem entrar em sincronismo, 
impedindo que a máquina acelere para sua velocidade de funcionamento normal, 
ou, até mesmo, impedindo a sua partida. Se ela girar a uma velocidade igual a 
uma fração da velocidade sincrona fundamental, ficará caracterizado o fenômeno 
do arrastamento sincrono. Com outras relações de números de ranhuras entre 
estator e rotor, podem surgir os chamados conjugados de vibração. Eles são 
provenientes das forças de atração entre dentes de estator e de rotor quando 
posicionados de forma centrada entre si. A medida que o rotor gira, essas 
forças também giram a uma velocidade especifica e produzem vibrações mecânicas 
e, conseqüentemente, ruídos nesta estrutura. 
A maioria das máquinas de indução são fabricadas com alguns cuidados para 
atenuar os efeitos destes campos harmônicos. Em geral, adota-se uma combinação _ 
adequada de ranhuras e uma inclinação das ranhuras de estator ou de rotor para «- 
evitar a formação de conjugados. sincronos,- reduzir consideravelmente os 
conjugados de vibração e ainda os ruídos provocados por_estesL_São também _ 
tomadas medidas para atenuar os conjugados de indução, tais como: a 
distribuição planejada dos enrolamentos do estator e o uso de passos 
fracionarios nesses enrolamentos. 
De qualquer forma, as harmônicas de fmm, quando presentes, são produzidas 
essencialmente pela distribuição dos enrolamentos e acentuadas ainda mais pelo 
ranhuramento mútuo entre estator e rotor. Por este motivo, no projeto de uma 
nova máquina_ou_na analise de funcionamento de maquinas comerciais, sob formas 
de acionamentos especiais, é recomendável examinar os efeitos das harmônicas- _ 
espacias de fmm. 
A maquina de indução pode ser estudada através de circuitos equivalentes 
ou por equações de circuitos acoplados- As duas metodologias costumam dar bons 
resultados para estudos de regime. permanente `ou dinâmico e podem ser 
empregadas para analise de simulações, que incluam efeitos de harmônicas e 
suas conseqüências. 
Os modelos de circuitos equivalentes, quando empregados em simulações de 
regime dinâmico, utilizam equações diferenciais em função dos fluxos, 
obtendo-se caracteristicas de desempenho com boa representatividade. Nestes 
modelos, os efeitos das harmônicas espaciais de força magnetomotriz devidos ã 
distribuição dos enrolamentos são de dificil representação, resultando em 
circuitos excessivamente complicados. Assim, quando se deseja estudar tais 
efeitos com maior nivel de detalhes, deve-se utilizar modelos baseados em 
circuitos acoplados, que permitem a inclusão de ordens elevadas de harmônicas, 
sem exigir uma maior complexidade na solução das equações.
3 
Modelos baseados exclusivamente em circuitos equivalentes foranl muito 
utilizados para análise dos fenômenos provenientes das harmônicas de força 
magnetomotriz (Agarwall, 1960), (Christofides, 1965), (Burbidge e Fryett, 
1967), (Davis, 1969 e 1971) e (Barton, 1969). Entretanto, outros estudos 
elaborados através de circuitos equivalentes abordaram, também, aspectos 
fundamentais do desenvolvimento de modelos de circuitos acoplados com 
harmônicas de fmm. Neste caso, se enquadra a representação das correntes de 
gaiola por equações de malhas, na forma utilizada nos trabalhos de Middendorf 
(1962) e de Wallace e Wright (1973).' consolidados mais recentemente nos 
artigos de Hommes e Paap (1984). 
Robinson (1964) desenvolveu expressões para determinação das indutãncias 
relacionadas as harmönicas espaciais de força magnetomotriz e Barton (1972) 
apresentou metodologia relacionada à teoria de circuitos acoplados, inclusive 
aplicando a transformação em componentes simétricas e derivando os circuitos 
de seqüências associados. A simulação do desempenho da máquina com base no 
modelo discutido não foi, entretanto, representada no seu trabalho. 
Davis (1969 e 1971) elaborou toda uma estrutura matricial de parâmetros, 
relacionada com a teoria de circuitos acoplados, incluindo a representação de 
harmõnicas para maquinas monofásicas e trifásicas. Não obstante, sua modelagem 
final de trabalho é apresentada na forma de circuitos equivalentes. 
Finalmente, 'Rogers (1979)' propos 'uma -estrutura para a matriz de 
indutàncias mútuas, tendo como ponto forte a representação de lun espectro 
considerável de harmônicas espaciais de fmm. Seu trabalho também foi baseado 
na teoria de circuitos acoplados, sendo utilizado como referência em estudos 
posteriores (Hommes e Paap, 1984). (Drozdowsky e Sobczyk, 1987), (Rusck, 
1988), (Sobczyk e Weinreb, 1988) e (Paap, 1991). 
A modelagem da máquina de indução trifásica apresentada no presente 
trabalho tem como ponto de partida os estudos de Drozdowski e Sobczyk (1987). 
O modelo estudado permite realizar o cálculo das correntes da gaiola sem fazer 
uso de enrolamentos equivalentes ou grandezas referidas. Todas as correntes e 
tensões são acessíveis nas equações' do modelo. Os conjugados harmõnicos 
(parasitas) e as perdas a eles associadas podem ser calculados isoladamente. O 
modelo pode ser utilizado para estudos de problemas na partida de motores de 
indução relacionados com harmõnicas espaciais de fmm. 
No Capitulo II, o sistema de equações nas variaveis originais é 
estabelecido, de forma generalizada. A partir das componentes harmônicas de 
fluxo, as expressões das indutãncias são desenvolvidas ea os elementos das 
matrizes do sistema são definidos. Enquanto os enrolamentos do estator são 
representados na forma convencional, a modelagem da gaiola do rotor é feita de
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forma semelhante e baseada nas equações de malhas, cujas correntes são as 
próprias correntes dos segmentos de anel. As indutãncias e as equações 
elétricas são definidas segundo a teoria de circuitos acoplados. 
No Capítulo III são usadas transformações de componentes simétricas para 
o estator e para o rotor. Essas transformações diagonalizam as matrizes 
próprias das estruturas, produzindo, em geral, uma matriz de acoplamento entre 
elas contendo muitas colunas nulas e reduzindo a ordem do sistema a ser 
resolvido. Além disso, as ordens harmônicas são separadas nas posições da 
matriz de mútuas, de acordo com os grupos de seqüências, relacionados aos 
sistemas trifasico do estator e m-fasico do rotor. Isto permite utilizar, 
somente, o primeiro elemento de cada série e ao mesmo tempo manter a 
representação de harmónicas com ordens elevadas. 
No Capitulo IV, uma nova transformação de variaveis é aplicada ao sistema 
de equações. Consiste em uma transformação, do tipo complexa, especifica para 
esse estudo e que tem como objetivo obter matrizes com coeficientes 
constantes." As equações, matrizes e formas 'das funções das variáveis 
resultantes das transformações, são interpretadas fisicamente de acordo com os 
fenómenos envolvidos nas equações da máquina. 
No Capítulo V, o modelo é estendido para a máquina de indução monofasica 
com enrolamento auxiliar de partida. São estabelecidos modelos para regime 
permanente e para regime dinâmico. A modelagem do rotor é semelhante a da 
maquina trifasica, onde o estator é modelado para regime dinâmico, usando-se 
as equações dos dois enrolamentos_e a_equação do capacitorr As transformações 
de variaveis aplicadas são particularizadas para o caso. 
No Capítulo VI, o modelo da máquina trifasica é expandido para maquinas 
de dupla gaiola. As transformações utiiizadas.são rigorosamente_as_mesmas da 
máquina de rotor simples e os resultados são obtidos por analogia e analise 
dos fenômemos eletromagnéticos envolvidos. 
O Capitulo VII é reservado a uma analise dos parâmetros, onde são 
apresentadas as fórmulas utilizadas para. as resistências e indutàncias de 
dispersão. É discutida a alternativa do uso de métodos numéricos (Elementos 
Finitos) de calculo de campos magnéticos para determinação das indutâncias e é 
apresentada uma metodologia para calculo da indutancia de cabeça de bobina, 
utilizando calculo de campos tridimensionais. 
Apesar de se tratar de modelos de circuitos acoplados, os fluxos de 
dispersão e suas indutàncias associadas são tratados com destaque, habilitando 
o modelo a estudos de desenvolvimento de projetos. 
As fórmulas para. as indutâncias próprias e mútuas deduzidas levam em 
conta a queda de fmm na estrut¬ra ferromagnética, sendo possivel considerar a
' ‹
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saturação magnética. Usa-se, para isso, o fator de saturação que pode ser 
variavel nos programas de simulações desenvolvidos. 
O ranhuramento e considerado apenas na correção de entreferro, não sendo 
incluido os seus efeitos nas harmônicas espaciais de fmm. O fator de Carter é, 
então, empregado no calculo da indutància de magnetização. 
Finalmente, são realizadas simulações em regime permanente e dinâmico com 
base nos modelos apresentados, sendo os resultados comparados com outros 
obtidos por ensaios e por uso do modelo convencional.
1 
cAP|'TuLo u 
ESTRUTURA DA MÃQUINA DE INDUÇÃO E SUAS EQUAÇÕES ORIGINAIS 
II.1 Estrutura da Máquina 
No presente trabalho, a máquina de indução com rotor de gaiola é estudada 
através de equações de circuitos acoplados, onde o rotor é configurado por 
correntes de malhas ou de segmentos de anel (Wallace e Wright, 1973), 
(Drozdowsky e Sobczyk, 1987) e (Paap, 1991): Nesta configuração, os 
enrolamentos do estator são tratados de maneira clássica, relacionando-se 
tensões e correntes através das malhas definidas pelos enrolamentos. Para que 
o rotor receba o mesmo tratamento, seus enrolamentos devem ser definidos por 
espiras fictícias, formadas pelos caminhos das correntes de segmento de anel. 
Esses caminhos são estabelecidos através de duas barras e dos dois segmentos 
de anel existentes entre elas (Figura II.1). Dessa forma, cada espíra define 
um enrolamento e, também, uma fase, ficando o número total de fases igual ao 
número de barras da gaiola. -1 
É xa.- 
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Uma vez caracterizada a estrutura da gaiola, é possível relacionar 
diretamente as correntes dos enrolamentos fictícios (correntes de segmento de 
anel) com as correntes das barras. Para tanto, na Figura II.2 a estrutura da 
gaiola é representada de forma planificada indicando as correntes nas barras, 
as correntes nos segmentos de anel e as espiras fictícias. 
...ia ia ia ia ia ia ... ...ía ía ia ia ia ia ... ›m 1 2 3 4 5 m 1 2 3 4 5 
Wi”1f¿“f¿“f¿“f¿ llfÚlTÚl1ÚUÚ1|Í 
...ía ia ia ia ia ia ... ...ia ia ia ía ia ia ... m 1 2 3 4 s m 1 2 3 4 5 
.›\. 
Figura II.2 Correntes de gaiola e enrolamentos fictícios. 
Percorrendo-se os anéis da gaiola, escreve-se as equações dos nós que 
relacionam as correntes de barras e as correntes nos segmentos de anel: 
ia - ia = Íb 
I m 1 
ia - ía = ib 2 1 2 
ias - 1a2 = 1b3 (II.1) 
Ia - ia = íb m m-1 m 




= 0. (II.2) 
Considerando-se que as impedâncias dos segmentos de um mesmo anel são 
todas iguais, as mesmas são colocadas em evidência na Equação (II 2) e 





Como as equações apresentadas em (II.1) são linearmente dependentes, 
substitui-se a primeira equação do sistema de equações mostrado em (II.1) pela 
Equação (II.3), obtendo-se o novo sistema de equações, apresentado a seguir: 
ía + ia + ... + ia = 0 
1 2 m 
ia - ia = ib 2 1 2 
ia - ia = ib (II.4) 3 2 3 
ia - ia = ib m m-1 m 
O sistema de equações em (II.4) também pode ser representado na forma 
matricialz- 
1 1 1 1 1 1 1`|-|'1a1`| |'o'| 
-1 ›1 o o...o o o|1â2 ibz 
O -1 1 O ... 0 0 0 ias ;' ~ ibs (II.5) 
o_ o o o o -1 1]|_1aJ |_1bJ 
As correntes dos anéis podem ser expressas diretamente em função._das 
correntes de barras: 
1'â¡ 1 _1-m_.2-m_3-m .. -3 ,-2 _-1"o ` 
Iaz 1 1 2-m 3-m . . -3 -2 -1 ibz 
ia 1 1 2 3-m . . -3 -2 -1 Ib 3 3 
ía4 =1/m 1 1 2 3 . -3 -2 -1 íb4 (II.6) 
ía 1 1 2 3 m-3 -2 -1 ib m-2 m-2 
ia 1 1 2 3 m-3 m-2 -1 ibm_1 m-1 
ía 1 1 2 3 m-3 m-2 m~1 ib _ m _ - _ _ m _ 
As expressões das correntes de segmentos de anel em função das correntes 
das barras podem ser substituídas na Equação (II.1) para verificação das 
relações inicialmente propostas.
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II.2 Sistema de Equações Representativas da Máquina 
As tensões aplicadas aos enrolamentos de estator e rotor da maquina podem 
ser expressas em função das correntes, em uma forma matricial e compacta como: 
lu] = [72][Ll + d/dt [£][L]. (II.7) 
0 vetor de tensões [0] é composto pelas tensões dos enrolamentos de 
estator e de rotor, podendo ser escrito da seguinte forma: 
[U1 ‹n.s› 
VSâ _\ 
onde: [us] = vsb , 
vsc 
sendo vsa, vsb, vsc as tensões aplicadas nos enrolamentos do estator da 
máquina e no caso de tensões de fases equilibradas, tem-se: 
vsa - cos--(wut) -` 
vsb, = \/-TV cos (unut-21r/3) . (II.9) 
. ___ vsc cos (unut+21r/3) 
sendo V o valor eficaz da tensão fase-neutro da máquina e, na hipótese de 
utilização de rotor tipo.gaiola,- 
[ur] = [0 0 0 0 Olt, com m elementos. (II.10) 
De forma análoga, as correntes são representadas por: 
lu = ‹u.11› 
isa 
onde: [¿s]= isb e (II.12) 
isc 
[ul = [11-1 1:-2 ir-3 11-mf, (11.13)
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sendo isa, isb e isc as correntes nos terminais da máquina e ir1, irz, ...,irm 
as correntes nos enrolamentos-do rotor, definidos pelas malhas referidas na 
Figura II.2. - 
Nestas expressões que relacionam as correntes e as tensões -nos 
enrolamentos devem ainda ser consideradas as perdas nos circuitos mgnéticos, a 
curva. de magnetização do material ferromagnético utilizado na máquina, as 
equações e os parametros mecânicos, as expressões dos elementos das matrizes 
(resistências e indutâncias) e a expressão do conjugado eletromagnético 
produzido pela máquina, mostrado a seguir: 
Te = 13.21/d¢ uezfl 1.-_ (11.14) 
II.2.1 Distribuição de Fluos e Indutâncias 
De maneira usual, o fluxo é visualizado como resultante da contribuição 
do fluxo de entreferro e de outras parcelas de fluxos de dispersão que não 
atravessam o entreferro. É uma metodologia empregada na maioria dos trabalhos 
que tratam do assunto (Kostenko e Piotrovsky, 1969), (Smolensky, 1982), 
(Hommes e Paap, 1984), (Drozdowsky e Sobczyk, 1987) e (Kassick, 1990). 
A dispersão de« fluxo zé tratada. de. forma. localizada, .calculandofse, 
separadamente; indutâncias de dispersão de ranhurasf indutància de dispersão 
zig-zag e indutancias de dispersão de cabeça de bobina. As fórmulas utilizadas 
para calculo destes parãmëtrös, bem como os métodos alternativos investigados 
são apresentados no escopo do Capitulo VII. ` 
As_ expressões para cálculo de indutàncias relativas ao fluxo -de 
entreferro são deduzidas nas seções seguintes. Parte~se da força magnetomotriz 
produzida nos enrolamentos (distribuidos ou concentrados), calcula-se a 
distribuição de fluxo no entreferro e os fluxos enlaçados, determinando-se as 
indutàncias correspondentes. 
II.2.2 Indutâncias Hútuas Entre Estator e Rotor 
A onda de força magnetomotriz produzida por um enrolamento localizado no 
estator (Figura II.3), seja do tipo concentrado ou distribuido, pode ser 
expressa pela série:
w 
fmm(x) = 2 An sen nx, (II.15) 
n=i , n ímpar
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onde: n é a ordem da harmônica. 
x é a coordenada angular em relação a posição em que a componente 
fundamental de força magnetomotriz se anula e 
An = C Kwn is' (II 16) n n p 4 
sendo: C o número total de condutores em série por fase, 
Kwn é o fator de enrolamento correspondente à harmônica de ordem n, 
is a corrente no enrolamento do estator e - 




J :hm ‹×) 5 . 
K X: J 
xëo ‹ › v 
passo polar = Ap _ _ 
Figura -{l.3 Componente fundamental e de Sê harmônica-da onda de força 
magnetomotriz de um enrolamento do estator. 
A distribuição de fluxo no entreferro da máquina, correspondente a esta 
onda de força magnetomotriz (Figura II.4), pode ser representada pela 
densidade 'de fluxo em função da posição linear no entreferro. Ela é 
representada por uma série de harmônicas com termo geral: 
= po An §_§ n n y Bn(y) -ã- sen 2 cos -X;-, (II.17) 
onde: po é a permeabilidade do ar, 
6 é o comprimento do entreferro, 
y é a posição linear no entreferro em relação ao eixo do enrolamento
1 
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que produz a força magnetomotriz e 






) +---- ----e y 
passo polar = Ap 
~\. 
Figura II.4 Distribuições da. densidade -de .fluxo relativas as componentes 
fundamental e de 55 harmônica 
A componente harmônica da densidade de fluxo produzida pela fase k do 
estator, em uma posição angular ¢s em relação ao eixo da fase 1 (ou a). P0de 
ser representada pela expressão; 
B: = Bn cos n(p¢s - (k-1)s), (II.18) 
onde: Bn é o valor de pico da densidade de fluxo, igual a E3352 sen Eãg, 
¢s é o ângulo mecânico em relação-ao-eixo do enrolamento 1 (ou fase ai" 
do estator e 
s é o ângulo de defasagem entre os eixos dos enrolamentos do estator. 
O fluxo distribuido no entreferro e produzido pela fase k do estator, 
correspondente a uma componente harmônica, é enlaçado pelos enrolamentos do 
rotor. O fluxo enlaçado pelo enrolamento J do rotor, que fica entre as barras 
J e J+1 e os segmentos de anel entre elas, é: 
02 
¢z*=1I B* da, (11.19)n n
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onde:- 1 a dimensao da maquina no sentido do eixo e 
o é a posição linear em um arco de contorno do rotor, 
sendo: oi e az as respectivas posições das barras J e J+1. 
Como 0 pode ser expresso em função do raio médio do entreferro R, tem-se: 
o = R ¢r e (II.20) 
1 po An n n 72 
¢n = _õ_ sen -2- 1 R J' cos n(p¢= -(k-1)z)d¢.~, (11.21) 
'Il 
onde. ¢m é a posição angular mecânica no rotor em relação ao eixo do 
enrolamento 1 do rotor e ~ 
11=(j-3/2)? e ¶2=(j-1/2)? são as posições angulares correspondentes às 
posiçoes lineares oi e oz, 
sendo-7 = zu/m o passo angular de cada enrolamento do rotor. 
Se ¢`é a posição angular mecânica relativa entre_estator e rotor, tomada 
entre os eixos dos dois primeiros enrolamentos de cada peça, ¢s pode ser 
substituido por ¢r + ¢ na integral dada em (II.21), resultando na seguinte 
expressão: 
An 72 
Wi =-535- sen 252 l_R I cos n(p¢r + p¢ 
- (k-1)e) d¢r. (II.22) 
71 
Resolvendo-se a integração escreve-se: 
72 
Wi = LHBEÊE sen n(p¢r + p¢ - (k-1)e) ] 
à (II.23) 
zi 
l R A 
wi = E-E Egg-E sen Êãg {sen n(p¢ + pyz - (k-1)c) - sen n(p¢ + pg; - (k-1)e)} 
(II.24)
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Substituindo-se as expressões de 71 e 72 na Equação (II.24), tem-se: 
¡¡,¡-1 
= 3% 'flag sen % {sen n(p¢ + p(J-1)7 + 1/zpzr - (k-1)c) - 
sen n(p¢ + p(j-1)7 - 1/zpzr - (k-1)e)} 
(II.25) 
ou |/ai = 2-ínlpfa H--°ôAn sen % {cos n(p¢ + p(J-l)7 - (k-1)s)} sen -1%-É 
(II.26) 
Como na máquina trlfásíca e = 211/3 e 7 = 21:/m, tem-se:
\ 
2 1 R An . 
q/Ji 
= n p 
u°õ sen nz" sen nã" cos n(p¢ + p(J-1)2n/m - (k-1)21r/3) 
(II.27) 
Substituindo-se a expressão de An em (II-.27-), tem-se : 
,pl ___í-_--2 “° 1 R C KW" is sení seny cos n(p¢› + p(J-1); - -(k-1)e)« n 6 H nzpz nz 2 m 
(ÍL28) 
A indutancia mútua entre os enrolamentos J do rotor -e k do estator, 
relativas à. componente harmônica de ordem n do fluxo, é igual à. razão entre o 
fluxo enlaçado pelo enrolamento J e a corrente do enrolamento k que produz o 
fluxo, ou seja: - 
'#1 
Lsr” = i-n- = Lsr cos n(p¢ + p(J-1)21r/m - (k-1)2n/3). (II.29) n Sk n 
onde: Lsr = 4 p° 1 R W Kwn senn H sen np" e (II.30) n n 6 na P2 2 m 
w é o número de espíras em série por fase do estator.
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Pode-se escrever, finalmente que: 
m , 
Lsrjk-= 2 Lsrik , para n impar . (II.31) 
n=1 
II.2.3 Indutâncias do Estator. 
Define-se para o estator, indutàncias devido ao fluxo de entreferro 
separadamente das indutancias de dispersão. Calcula-se parcelas de indutãncias 
próprias das fases e indutancias mútuas entre fases. As fórmulas para cálculos 
destas indutancias podem ser obtidas por processo semelhante ao adotado no 
item anterior para cálculo das indutancias mútuas entre estator e rotor, sendo 
encontradas em muitas das referências utilizadas neste trabalho. ` 
Por força de verificação, pode-se obtè-las a partir da Equação (II.19), 
calculando-se o fluxo enlaçado por uma .espira qualquer do estator. A 
integração é realizada em relação a posições angulares no estator, da seguinte 
forma: 
_ yo An» -_ n ú _ 
2
_ 
wn - -ã- sen -ë- l R cos n(p¢s - (k-1)s) d¢s, (II.32) B1 
onde B1 e 82 são ângulos de posicionamento de uma espira de um enrolamento J 
qualquer do estator que enlaça o fluxo produzido pelo enrolamento k do 
estator. 
Resolvendo-se a integração, tem-se: 
ún = l-É-äíšég sen 251 {sen n(pB2 ' (k-1)c) - sen n(pB1 - (k-1)8)} 
(II.33) 
Considerando-se B2=n+B/2 e B1=n-B/2, a expressão resultante será 
semelhante à expressão mostrada em (II.28), sendo que o fator sengäí é 
substituído por sengäâ, que multiplicado por sengãg representa o fator de 
passo Kpn da espira e da bobina a que ela pertence, o ângulo mecânico B/2 se 
refere ã largura das espiras da bobina considerada e, pn-(k-1)€ é a posição 
angular (em rd ou graus elétricos) do eixo da espira em relação ao eixo da 
fase k. Desta forma, o fator cos n(p¢ + p(J-1); - (k-1)¢), da E×ppeSSâ0 
(II.28), é substituido por cos n(pn-(k-1)c) e, levando-se em consideração o
/ 
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número de espiras e os deslocamentos angulares das bobinas, a expressão final 
do fluxo total produzido pelo enrolamento k e enlaçado pelo enrolamento J do 
estator será dada por: 
W* = Êi-llg”-'Ê isk xp.. Kdzz cos (n(1‹-¿)z›zzzz), , (11.34) n 6 n n p 
onde Kdn é o fator de distribuição das bobinas no enrolamento que enlaça o 
fluxo e que surge no calculo do enlace total devido às defasagens espaciais 
entre as bobinas. 
As expressões para. as indutâncias de entreferro do estator podenx ser 
obtidas através da divisão da expressão do fluxo enlaçado, da Equação (II.34) 
pela corrente do enrolamento que produz o fluxo. No calculo das contribuições 
dos fluxos de entreferro para as indutâncias prórias utiliza-se J=k ev no 
calculo das indutancias mútuas entre enrolamentos de estator toma-se J¢k, com 
j e k variando entre 1 e 3 (ou a, b e c).
N 
Lsa = Lsb = Lsc = 2 lsn, para n ímpar, (II.35) 
n=1 
ao . 
Lsab = Lsbc = Lsca = 2 lsncos(n2n/3) (II.36) 
n=1 
_ 4 po l R w Kwn 2 Onde 1Sn - -TT . 
II.2.4 Indutâncias do Rotor 
Como o rotor é constituído por barras, não é possivel, simplesmente, usar 
fórmulas análogas às do estator. 
Na Figura II.5 são representados o entreferro e as superfícies do rotor 
e do estator planificadas. O fluxo produzido pela corrente de um dos 
enrolamentos, como definido no item II.1, se distribui ao longo do entreferro, 
enlacando os outros enrolamentos do rotor. Se a permeabilidade do ferro é 






Figura II.5 Superfícies de entreferro. 
A força magnetomotriz produzida é igual a corrente do enrolamento que a 
produz. 
fmm = ir = ia , (II.38) k k 
onde k é o indice do enrolamento e Iaké uma corrente de segmento de anel. 
Esta força magnetomotriz se distribui nos caminhos de ida e volta no 
entreferro da maquina. Então: ' 
irk = Hiõ f Hzõ, (II.39) 
onde: Hi é a queda de força magnetomotriz no entreferro, no caminho do fluxo 
total do rotor para o estator e 
H2 é a queda de força magnetomotriz no entreferro, em um caminho 
alternativo de fluxo do estator para o rotor.' . .
l 
0 fluxo que passa do rotor para o estator é o fluxo total úrk produzido 
pelo enrolamento k e a densidade média de fluxo na superficie contornada pelo 
enrolamento é igual a: 
_ wrk _ Wrk B*"ÃT-zzzíârwí “I-4°) 
O fluxo em um dos caminhos alternativos, que passa do estator para o 
rotor, é igual ao fluxo total dividido pelo número de caminhos alternativos e 
a densidade média de fluxo na superficie média de entreferro é: 
_ n/:rx/(uz-1) _ Wrk m B2 ' A1 ' zu R 1 (m-1í (II'41)
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Assim: 
_B1õ B2õ_‹S¢1r|‹m 1 írk _ po + po _ po 2n R l [1 + m-1] (II`42) 
OU
2 
11» = õV”`“'“ (11.43) k po 2n R 1 Ím-15 
A contribuição de fluxo através do entreferro para a indutancia própria 
de um enrolamento do rotor Lrkk e a indutancia mútua entre enrolamentos do 
rotor Lrjk, são dadas por:
r 
Lr = '¡“"“ = “° 2" R1 ('“`1')'= (m-1)1.z~ 
_ 
(11.44) ku irx 6 me 
\« 
Lpjk = %š% = IÉÊ%š§É2l = 
_ E2_ÊÊš§_l = _ Lp (11,45) 
6 m 
II.2.5 Matrizes de Resistências e de Indutâncias. 
O sistema de equações apresentado em (II17)"Íbde ser escrito de forma 
mais detalhada (Equação II.46) com as variaveis de estator e de rotor 
separadas. Destacam-se, desta forma, as matrizes próprias das duas estruturas 
e as matrizes mútuas entre elas. ' 
[°5] = [“â°tí,zS,] [t] 
+ ‹vd‹{ã:: í::][í:] z 
‹H~46› 
Para complementar a representação do sistema de equações é rmcessario 
explicitar as matrizes envolvidas em (II.46). 
Matrizes do estator: 
Rss = diag [Rs Rs Rsl. ' (II.47) 
às é obtida pela organização matricial das expressões das indutâncias 
próprias e mútuas apresentadas nas Equações (II.35) e (II.36) somadas às 
parcelas de dispersão representadas por lsd:
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lsd w 1 cosnzn/3 cosn4n/3 
Zen = lsd + E ls cosnân/3 1 cosnzn/3 , n impar Ii lsd n=1 cosnzn/3 cosn4n/3 1 
(II.48) 
Matrizes do rotor: 
Como os enrolamentos do rotor são caminhos formados por segmentos de anel 
e barras, as resistências e indutàncias de dispersão totais de cada fase 
deverao ser combinações das resistências e indutàncias das barras e dos 
segmentos de anel. Estas combinações podem ser determinadas, escrevendo-se as 
equações da máquina relativas ao rotor: 
`\ 
O = (íRrr][¿r] + d/dt {[2rr][¿r] + [2rs][ls]}. (II.49) 
Extrai-se de (II.49), a equação correspondente ao enrolamento J:
U 




2 Lsr (cos n [p¢ + (J-1)p 2n/m - 2n/31)] ísb + 
n=i, nnímpar 
[ 
2 Lsrn (cos n [p¢ + (J-1)p 2n/m - 4n/31)] isc }
+ 
n=1, n ímpar 
m m n 
d/dt{Lr (m-1) ir] -k§1Lr irk +k§1LJk irk } +k§1Rjk 
irk (II.50) 
k¢¡ 
Devem ser analisados somente os termos da Equação (II.50) que envolvem as 
correntes do rotor, correspondentes a: 
III III III 
Av = d/dt{tr (m-1) ir] - E Lr irk + 2 Ljk irk } 
+ 2 Rjk irk 




As quedas de tensão na Expressão (II.51) relativas as resistências e 
indutãncias de dispersão, devem corresponder às quedas existentes no caminho 
da corrente do enrolamento J. O enrolamento J do rotor é o caminho da corrente 
de segmento de anel iaj, que percorre as barras J e J+1, além dos dois 
segmentos de anel entre elas. Desta forma, as quedas de tensão resultantes de 
resistências e de indutâncias de dispersão são equacionadas como segue: 
Av = (ra + d/dt la)iaJ + (rb + d/dt 1b)íbJ + (ra + d/dt la)iaj 
_ (rb +d/dt lb)ibJ“ (II.52) 
As quedas de tensão nos segmentos de anel são provocadas apenas pela 
corrente ia) e nas barras fluem correntes de dois segmentos de anéis vizinhos, 
por isso tem-se quedas de tensão relativas as correntes Ia;-1 e ía_|+1 (Figura -- - 
II.2)- ' 
Substituindo-se na Equação (II.52), ibj por Iaj-1'aj_1 e ibjfl por 
íajn-íaj, obtém se a seguinte relaçao: 
Av = - (rb + d/dt lb)1'aj'_1+ [(2ra.+ 2rb) + d/dt(2la + 2lb)]1`aj - 
(rb + d/dt lb)1`a (II.53) 
J+1 
Retornando-se a Equação-(II.50) com a nova expressão de Av, as equações ~ 
do rotor ficarão escritas da seguinte forma: 
0 = -rb ir + (2ra + 2rb) ir - rb ir + J'1 J .V1
Q 
d/dt 
{ [ E 













d/dt {Lr(m-1) ir]-kãLr irk - lb irJ_1 + (21a.+ 21b) irj - lb irj*1} 
km ” 
(II.54) 
Com isso as matrizes íkrr e £rr tomam as seguintes formas: 
2ra + Zrb -rb 
' O O . . . 0 0 -rb 
R" = -rb 2ra + 2rb ..-rb 0 O 0 0 (IL55) 
- . . - ¢ . . ¢ . . - » . z o o ¢ « n ¢ ‹ ¢ ¢ . ¢ ¢ ‹ o ¢ . ¢ - - . . - . . . . ¢ › . ‹ ¢ n - - . - . . ¢ z
. 
-rb 0 O O O -rb 2ra +-2rb 
`\ 
21a + 2lb -lb O 0 O O -lb 
2” = -lb 21a + 21b -lb 0 0 0 O + 
| - . . . . . . . . . . ¢ - - - . . . . . z ¢ . . . . ¢ . Q . . ¢ - ¢ . . . . - - ¢ ¢ ‹ › o ¢ . . . . . 
. . 
-lb O O O 0 -lb 21a + 21b 
m-1 -1 -1 . . . -1 -1 
LP -1 m-1 -1 -1 -1 (IL56) 
-1 -1 -1 . . . -1 m-1 
Matrizes mútuas entre estator e rotor: 
São só matrizes de indutancias mútuas .<£sr e fra. Elas são estruturadas a 
partir das expressões dadas em (II.29), (II.30) e (II.31). 
m cos np¢ cos n(p¢ + py) . .. cos n(p¢ +p(m-1)¶) 
n=1 cos n(p¢ - 22) cos n(p¢ + py - ze) cos n(p¢ +p(m-U7 - ze) 
n ímpar 
Zsr = 2 Lsrn cos n(p¢ - c) cos n(p¢ + par - c) cos n(p¢ +p(m-1)y - 5)
} 
(II.57) 
e Zrs = Zsrt, sendo os elementos de Ysr obtidos pela variação de j e k na 
Expressão (II.31).
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As matrizes de indutância próprias e mútuas da máquina possuem estruturas 
perfeitamente definidas.-Como essas indutãncias foram deduzidas considerando a 
queda de força magnetomotriz apenas no entreferro, os resultados de simulações 
devem apresentar diferenças em relação ao comportamento real da maquina. A 
inclusão dos efeitos de queda de fmm no ferro pode ser considerada pela adoção 
do fator de saturação, que é definido como a razão entre a queda de fmm total 
e a queda de força magnetomotriz no ar (Veinott, 1959), (Kuhlmann, 1965), 
(Kostenko e Piotrovsky, 1989). (Langsdorf, 1977), (Smolensky, 1982) e 
(Liwschitz, 1984). 
Apesar do nome, o fator de saturação deve ser considerado mesmo quando se 
trabalha na região linear da curva de magnetização. A diferença é que, em 
tensões reduzidas, o fator de saturação é praticamente constante, aumentando 
com a saturação magnética do material. Assim, em simulações dinâmicas. o fator 
de saturação deve ser variado para cada passo de integração. 
A metodologia adotada para o cálculo do fator de saturação sera mostrada 
no Capitulo VII. 
Outro aspecto que deve ser considerado no cálculo das indutancias 
próprias e mútuas da maquina é o fato das superfícies de entreferro não serem 
lisas. 0 que se faz, na prática, é utilizar o chamado Fator de Carter Kc que 
corrige o comprimento do entreferro para compensar a presença das ranhuras 
nestas superfícies (Veinott, 1989) e (Liwschitz, 1984). 
As fórmulas para calculo do Fator de Carter são apresentadas no Capitulo 
VII e a.nmtodologia envolvida na dedução deste fator pode ser estudada no 
trabalho de Liwschitz (1984). 
Com a inclusão destes dois fatores; as expressões das indutãnciasnsão 
atualizadas como: 
_ 4 po 1 R w Kwn 2 
ls.. _ 1Wí›1Tfín_) ' “I-58) 
Lr = Êi"-ÃL (11.59) 
m õ FSM Kc 
Lsr = 4 ”° 1 R "' KW' sen” " sen ___- (11.so) “ 






Neste capítulo foi apresentado todo o desenvolvimento para obtenção do 
sistema de equações de representação do funcionamento da maquina de indução 
trifasica de gaiola simples, expresso em variáveis originais. Partiu-se da 
estrutura física da maquina para modelar os enrolamentos do estator de forma 
convencional e os circuitos do rotor, ou da gaiola, através de equações de 
malha. Esse sistema. de equações em *variáveis originais mostra. as relações 
entre as grandezas elétricas reais da maquina mas, por outro lado, sua solução 
para determinação de condições transitórias da maquina, representa uma tarefa 
ingrata e muito árdua. Nesta caso, o sistema exige transformações de variáveis 
para possibilitar simplificações nas soluções. A primeira delas, uma 
transformação para variáveis de componentes simétricas instantâneas, permite a 
separação de índutãncias harmônicas da matriz de mútuas e a diagonalização da 
matriz de indutàncias de entreferro do estator. Tratada de forma conveniente, 
essa transformação conduzirá a um novo sistema que possui ordem reduzida e é 
de fácil retorno às variáveis originais.
CAPÍTULO m 
TRANSFORMAÇÃO EM COMPONENTES SIMÉTRICAS 
III.1 Aplicação da Transformação 
A aplicação da transformação em componentes simétricas visa estabelecer 
um sistema de equações mais simples, através da diagonalização de algumas de 
suas matrizes de representação parcial do sistema de equações originais. Outro 
objetivo é separar as componentes harmônicas da matriz de mútuas em diferentes 
posições na nova~matriz formadas As componentes_harmônicas das Jndutâncias 
mútuas ficarão distribuídas nas inúmeras posições da matriz, formando novas 
séries, diferentes das originais, onde cada posição conterá componentes de 
harmõnicas exclusivas. 
Levando-se em conta o elevado número de posições na matriz; pode-se 
alcançar- uma representação com ordens elevadas de harmönicas, tomando-se, 
apenas, o primeiro termo de cada uma dessas novas séries. ~ 
Considerando o número de fases nas duas estruturas da máquina, 
utilizar-se-á a transformação de componentes simétricas de ordem 3; para as 
variaveis do estator, e a. de orden\ m, para. as variáveis do rotor. Estas 
transformações podem ser representadas pelas seguintes matrizes: 
1 1 1 
A = 1/vã 1 a az e (111.1) 
1 az a 
1 1 1 1 . 1 
1 b* bz ba . b“'* 
B: o o Q I o ; ; o c o I o o O o c o h o o Q o o o o 0 o o Q O o c ¢ g o o o o c u o o u o ou , 
1 bm-2 b2(m-2) b3(m-2) o . b(m-1)(m-2) 
1 bm¬1 b2(m-1) b8(m-1) . b(m-1)(m-1) 
2n/3 zn/ onde: a = ej e b = el m.
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A transformação aplicada às variaveis originais do estator resultará nas 
variáveis de componentes simétricas, tradicionalmente conhecidas; seqüência 
zero, seqüência positi.va e seqüência negativa, como indicado a seguir: 
[vao val vszlšlz = A[vsa vsb vsclt 4 (III.3) 
[iso izl izzifm = Alisa isb isclt (111.4) 
Para o rotor, a aplicação da transformação de ordem m resultará. em 
variaveis de componentes simétricas (0, 1, 2, 3, ..., m-1), sendo uma de 
seqüência zero, uma de seqüência positiva, uma de seqüência' negativa e outras 
de seqüências especificas do sistema m-fásico estabelecido. Estas seqüências 
são obtidas da seguinte forma: - 
[vr vr vr vr lt' =B[vr vr vr vrlt (III.5) o 1 2 m-1 012 1 2 3 m 
tiro ir! ira irmlfm = Blirl ira ira irmlt 
` 
(I1I.õ) 
A aplicação .da transformação é efetivada pela multiplicação da matriz 
[A B1, ã direita e em ambos os lados do sistema de equações `da"máquina, 
escrito em variaveis originais, como apresentado em (III.9). 
Transformadas as tensões; os vetores de correntes em variaveis originais 
são .substituídos por- .relações 'de equivalência-em função dos vetoreswde 
correntes emcomponentes simétricas, escritas da seguinte forma: 
[isa isb isclt = A'*[iz0 izl izzlâlz (1113/) 
[ir ir ir ir 1”=B'*[ir ir ir ir 1* (111.e) 
1 2 3 m O 1 2 In-1012 
Com estas operações, o sistema de equações da maquina, em função das 
variáveis de componentes simétricas, tomará. o seguinte aspecto: 
Vs] [À(¶ss + pÍss)Á 1 p(ÀfsrB 1) is 
I 
= 
I 1 1 ¿ . 
(111.9) 
ir OJOIZ |_ p(BfrsÁ-) B(¶rr + p£rr)B- 012
/ 
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onde: vs, 0, is e ir são matrizes colunas das tensões e correntes no sistema 
de componentes simétricas ou Sistema 2 
p é o operador derivação d/dt, 
1%: é igual a matriz transposta de Ibr, 
B'1 é a matriz inversa de B, 
A'1 é a matriz inversa de A e ' 
012 significa grandezas no sistema de componentes simétricas ou Sistema 
2, algumas vezes omitidas. 
Uma vez efetuadas as multiplicações matriciais e derivações indicadas em 
(III.9), o sistema de equações em variáveis de componentes simétricas ficara 
melhor representado da seguinte forma: 
V. [Rss 1 d 'ss |Lsr . is _ = 
| I 
+ 5;-_ *_~ (II1.10) 
O J L Rrrj lts Lrr ir 
As operações envolvidas entre as representações do sistema de equações 
mostrados em (III.9) e (III.10) são detalhadas a seguir: 




nzzz = A:-Rzzf* = Rs , (111.11) 
Rs 
Cálculo de Las: 
_! Lso lsd w -- lonv msg = A1$sA = Lsi = lsd + 2 15 11n , (111_12) 
Lsz lsd z.=1 “ lzzz 
n ímpar 
lon = 1 + cos nzn/3 + cos n4n/3
2 onde: lin = 1 + a cos nzn/3 + a cos n4n/3 (III.13)
2 l2n = 1 + a cos nen/3 + a cos nén/3 
Calculando lon, luz e lan para os diversos valores de n, obtém-se o 
seguinte resultado:
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Se n é múltiplo de 3, então lon = 3 e lin = l2n = 0. 
Se n não é múltiplo de 3, então lon = O e lin = l2n = 3/2. 
Desta forma, os elementos da matriz Las podem ser calculados pelas 
seguintes expressões:
U 
LSO = lsd + 32 ls , (III.14) 
Il n=3
m 
Lsi = LS2 = lsd + 3/22 lsn, (III.15) 
n=l 
onde na primeira expressão, o somatório só engloba ordens-harmônicas múltiplas 
de 3 e na segunda, o somatório engloba as demais ordens harmõnicas.~ 
Cálculo de Rrr: 
mrf = B¶ffB'* = B{era1 + rbx}B'fl (111.1s) 
onde: -I é a matriz identidade e - - 
2 -1 o o o ... o o -1] 
-1 2 -1 o o ... o o o 
o -1 2 -1 o ... o o o 
x = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (I11.17) 
o o o o o ... -1 2 -1 
-1 ' 0 o o o .;. o -1 2 "z 
Assim:
A 
mf» = diaglzra- zra ara zz. aval + rbBxB'fl-~ ‹111.1e› 
sendo: BXB_1 = 
m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
m-1 2(m-1) (m-1 -(m~1) -2(m-1) -(m-1) 
1 1 1 .. 1 Co C1 C2 .. Cm-1 
¿ 1 b bz ... 
b“`* co c1b'* czb'2 ... cm-1b'‹“`*) 
2 . 




co o o o `| 
O C1 O ... O 
ou BxB`* = o o cz o (111.2o) 
o o o cz.-1] 
onde C1 = 4sen2[%%¶ , para 1 = O, 1, 2, ..., m-1, como sera demonstrado mais 
adiante. z 
Finalmente: 
2ra O 0 0 1 
O 2ra+C1rb `Q O« 
:RN = Bfxnn* = o o 2z~a+czrb, .. » o (111.21) 
0 0 0 . 2ra+Cm-1roJ 
Cálculo de C1: 
A multiplicação da linha'k, da matriz X, pela coluna (1+1), da matriz B-1 





b-2). i [0 o -1f 2 -1' o ....-01 Í'-'--¿ = L{-b'“f`2*'+2b`“"”'=1›*“}' 
/E b-‹x-m /E 4 
is 
Como b = ejmvh, os vetores bt, para t = 0, 1, 2, ..., m-1, formam um 
sistema de vetores equilibrados com, módulo unitário e angulo de defasagem 7 = 
2n/m. Assim, os vetores bba, bkd e bk estarão, tambem, defasados do ângulo 
7, tendo uma configuração como a que é mostrada na Figura III.1. 
Elevando-se bbe ao expoente (-1), ele girara de um ângulo (2-k)(1+1)7. 
Fazendo-se o mesmo com bkl, ele girará de (1-k)(x+1)y e, no caso de bk, ele 
girará de -k(1+1)7, resultando em uma nova configuração, também, mostrada na 
Figura III.1.
(-1), é igual a 71 e a composição -b 
bk b-(k-2)l 
7 bk_1 elevando 71 b_(k_1)l 
1 a -1 71 
bk-2 b-kl 
Figura III.1 Posicionamento dos vetores no cálculo de C1 
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O ângulo existente entre os très vetores, após terem sidos elevados a 
por inspeção da Figura III.1 ou através do desenvolvimento abaixo: 
\ _b-(x-2›1 + zb-(k-1›1 _ b-x1 = (_b1 + 2 _ b-1)b-(k-1›1~' 
'Cálculo de 
LL» = Bâerzs* = B{21a1 + lbx + LrY}B 
onde: X é 
Y: 
= (2 - 2cos 17)b_(k-1,1, 
'“"2“ + 2b'“"*“ - b`“ pode ser obtida 
-(k-1)l /2 .b- , = 
{% 
- 2 [cosa 17/2 - sena 11 
]} 
= 4sen2 11/2 b'“"1-'-*, 
= [4 sena 11:/n¶b 
(k 1-H
, 
= Cx b-(k-1›1_ 
[Lrr: 
a mesma matriz definida na Equação (lII.17) e 
m-1 -1 -1 ... -1 -1 
-1 m-1 -1 ... -1 -1 




A parcela B[2laI + lb%|É4 é semelhante a expressão do calculo de Rrr, na 
.Equação (III.16). Desta forma, o resultado de tal parcela é obtido por 
analogia com a matriz apresentada em (III.2l). Basta substituir-se nela; ra 
por la e rb por lb, obtendo-se: 
21a o o o 1 
o 21a+c11b o o
' 
B[21a1 + 1bx]B'1 = o o 21a+cz1b .. o 
o o o .. 21a+c..-mb] 
_ 
(111.24) 
O calculo da parcela restante, BLrYB 1, é apresentado a seguir: 
0 m m m 
0 mf* ~ mb* ' mb`“°'“ 
B1.z~YB`* = 115 B 
ví -(m-1) -2(m-1) -(m-1)2 O mb mb mb 
(III.25) 
ou Bu-YB`*=d1ag[0 mtv mu» u¿L¿~_1_____ (111.2s) 
Finalmente, a matriz lrr é dada pela soma das matrizes encontradas em 
(III.24) e (III.26) e representada da seguinte forma: 
Lrr = diag[Lr0 Lr1 ... Lrmfll, (III.27) 
onde: Lro = 21a e (III.28) 
Lrk = 21a + Ck lb + mLP, para k=0, 1, 2, .. , (ÍII.29) 
sendoz Lv = Ê-'E5'-'-5-1, (111.3o) 
m 6 
m o número de barras da gaiola do rotor, 
Cu = 4sen2P¶í¶ em 
la e lb indutàncias de dispersão de segmentos de anel e de barras, como 




III.2 Cálculo da Matriz de Hútuas em Componentes Simétricas 
Q W Q 









cos np¢ . cos n(p¢ + par) .. cos n(p¢ + p‹m-U7) 
Hn= cos n(p¢ - c) cos n(p¢ + py - c) cos n(p¢ + p‹m-U7 - s) 
cos n(p¢ - ze) cos n(p¢ + px - ze) . .. cos n(p¢ + p‹m-U7 - zcl 
(III.32) 
Os elementos da matriz Mn são_ substituídos pela equivalência 
cos6 = š {eJe + e_jd}, resultando em: 





,,¡_=__š eJIí(P¢-8) e`.in(r›¢+pv/-'›=) e'Jn(P¢+2r>1-e) __ eJr1(P¢+r›‹m-1›v/-2) '+ 
ejn(p¢-ec) e`jn(p¢+p3'-ze) e_jn(p¢+2py-ze) __ ejn(p¢+p‹m-U7-2c)JI 
e-Jnp¢ e-Jn(p¢+p1) e-Jn(I>¢+2m) _ e-Jn(p¢+p‹.zz-uz) 
l e-_jn( p¢-e) e-`jn(p¢+p7-s) e-_jn( p¢+2p7-c) e'-`jn( p¢+p(m-U7-c) 
2 . 




Na expressão de Mn, apresentada em (III.33). cada exponencial pode ser 
representada como um produto entre três outras funções exponenciais, compostas 
da seguinte forma: uma potência de a, uma potência de b e uma exponencial com 
argumento ijnp¢. A utilização desta propriedade dará à. matriz Mn a seguinte 
forma:
32 
1 bnp b2np b3np bnp(m-1) Jnv¢ 
Mn __: É 
8-n bnpa-n b2npa-n b3npa-n bnp(m-i)a-n + 
-2n -2 2 -2 3 -2 ( 'I -2 8 bnpa n b npa n b npa n bnpm )a n 
1 b-np b-2np b-3np b-np(m-1) 
Ê_jnp¢ an b-npan b-Znpan b-Qnpan . b-np(m-1)an 2 a2n b-npa2n b-2npa2n b-3npa2n b-np(m-1)a2n 
(III.34) 
Para uma maior simplificação, cada parcela da matriz Mn será representada 
como um produto de uma matriz coluna por uma matriz linha, como mostrado na 
Equação (III.35). Esta nova representacão=é obtida por inspeção visual da 
matriz de (III.34), sendo a equivalência verificada pela simples execução das 
operações matriciais envolvidas em (III.35)._ 
in ¢ 1 1 bnp b2np b3np bnp(m-1) e p -n . . . Mn = ã 3 'Í' a-2n 
e_jnp¢ ln [1 
b-np b-2np b-3np 
' . ' 
b-np(m-1)] 
- 8 2 a2n 
(III.35) 
Como pode ser observado a seguir; a analise para*ca1cu1o da matriz AHnB_1 
ficara amplamente facilitada com esta representação simplificada da matriz Mn: 
-1 1 
1 1 12 eJnp¢1_n [1 É., 
gm, šzzp ¿zp‹.z-1›] 
AHnB = -- 1 a a -Êã a + 
\/3: 2 
' -2n 
1 a a a 
[11 1 .1 1 
e_Jnp¢ 1 [1 
b-np b-2np 
' . . 
b-np(m-1)] 1 b-1 b-2 . b-(m-1) I 
ã an } 2n 8 2 
1 
b-(m-1) b-2(m-1) b-(m-1)] 
(III.36~\
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Multiplica-se a matriz A ã esquerda dos vetores colunas, expressos em 
função de a, enquanto a matriz Bd é multiplicada a direita das matrizes 
linha, expressas em função de b, resultando na seguinte expressão para AHnB`1: 
_ -2 ` (1+a n+a n) m-1 m-1 m-1 
AHnB_1 = 
eJnP¢ (1+a¡_n+a2_2n) [këobnpk k§:°b(nP-i)k . k§ob(nP-(m-iflk] 
,+ 
+a ) 2/51; 2-'n i-2n 
_ _ _ 
(1+a
2 (1+a"+a n ) m-1 m-1 nz-1 -jnp¢ -npk -(np+1)k -(np+(m-i))k 8 (1+ai+n+a2+2n) 
[ 
E b E b . . 2 b 
X"O |('0 k=0 




Os valores dos elementos da matriz .AMnB-1, na forma apresentada em 
(III.3'7), dependem dos resultados dos somatórios expressos em função de a e de 
b. Esses somatórios, por sua vez, terão valores que dependem do número de 
fases, da ordem harmônica considerada e, no caso das expressões em b, 
dependem, também, do número de par de pólos da máquina. 
Das seis expressões em função de a, mostradas em (III.37), existem duas 
para cada harmônica n que resultam no valor 3, sendo uma em cada parcela de 
AMnB_1. As demais expressões em a, para a mesma harmônica n, resultam no valor 
zero. Semelhantemente, para cada harmônica duas das expressões em b podem 
resultar no valor m ou no valor zero. Desta forma, a matriz AMnB_1 conterá. 
dois elementos, um para cada uma de suas parcelas. Eles são resultantes da 
multiplicação de uma expressão em a, com valor 3 e de uma expressão em b, com 
valor m, ficando, cada um deles, posicionado na mesma linha da expressão em a 
e na mesma coluna da expressão em b que o definiu. Um deles terá. valor 
--eÊ,m 
5"” e o outro será igual a V--eâm _j"p¢. 
A matriz I1.srn, também, terá. dois elementos. Eles são resultantes da 
multiplicação dos elementos de AMnB~1 pelo parametro de indutància Lsrn. Cada 
um desses elementos de ILsr inter-relaciona uma componente de seqüência doh 
estator a outra componente de seqüência do rotor. 




Exemplo III.1 - Seja uma máquina com 2 pólos, p=1 e número de barras m=8. 
lê harmônica - n=1: 
Expressões em a que resultam no valor 3: 1+a1_n+a2-2" e 1+a2m+a1+2n. 
A primeira expressão corresponde à. segunda linha da primeira parcela e a 
segunda corresponde a terceira linha da segunda parcela da matriz lLsr¡'. 
7 7 
Expressões em b que resultam no valor 8: Z bhhnk e 2 b'‹M7)k. 
k=0 k=O 
A primeira expressão corresponde ã segunda coluna da primeira parcela e a 
segunda corresponde a oitava coluna da segunda parcela da matriz I1.sr1. 
00000000 00000000 
rLsz~¡ = 5,; .sz~`1{e”¢ o_22i o o o o o o + e'”¢ o"o"o-o o o o o} ' ' 
o o o 24 00000 0000000 
O elemento da primeira parcela da matriz |Lsr1 está. associado a uma 
seqüência positiva do estator e a uma seqüência positiva do rotor. 
0 elemento da segunda parcela da matriz ILsr1 esta associado a uma 
seqüência negativa do estator e a uma seqüência negativa do rotor. 
3ê harmônica---.. n=3: .-. 
Expressões em a que resultam no valor 3: 1+a-n+a_2n el 1+a“+a2“. 
A primeira e a segunda expressão correspondem a primeira linha _d_e I1.s_r;3. 
7 7 
Expressões~~em b que resul-tam no-valor-8: - bm-3-)‹k e 2 b-(¡"§)k. 
k=O k=0 
A primeira expressão corresponde à quarta coluna da primeira parcela e a 
segunda corresponde a sexta coluna da segunda parcela da matriz ILsr3. 
000240000 000002400 
Lsr3=¶š¡Lsr3{e13¢ooo ooooo +e`53¢ooooo ooo} 
oo oo oooo oo 0 000 00 
O elemento da primeira parcela da matriz ILsr3 esta associado a uma 
seqüência zero do estator e à. seqüência 3 do rotor que não é positiva, não é 
negativa e nem zero. 
0 elemento da segunda parcela da matriz I1.sr3 está associado a uma 
seqüência zero do estator e a seqüência 5 do rotor que são vetores conjugados 
dos vetores da seqüência 3 da primeira parcela. .
I 
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59 harmônica - n=5z « 
Expressões em a que resultam no valor 3: 1+a2_n+a¡_2n e 1+aHn+a?*2n 
A primeira expressão corresponde à. terceira linha da primeira parcela e a 
segunda corresponde à segunda linha da segunda parcela da matriz |Lsr5. 
7 7 
Expressões em b que resultam no valor 8: 2 b(n's)k e 2 b-(m3)k.' 
u=o k=o 
A primeira expressão corresponde a sexta coluna da primeira parcela e a 
segunda corresponde a quarta coluna da segunda parcela da matriz ILsr5. 
. 00000000 00000000 
_ 1 1s¢ -15¢ Lsrs-WãLsrs{e {ooooooooz+e ooo24oooo 000002400 00000000 
0 elemento da primeira parcela da matriz ILsr5 esta associado a uma 
seqüência negativa do estator e a seqüência 5 do rotor que não é positiva, não 
é negativa e nem zero. ~ 
0 elemento da segunda parcela da matriz lLsrs está associado a uma 
seqüência positiva do estator e à. seqüência 3 do rotor que são vetores 
conjugados da seqüência 5 da primeira parcela. 
7ë harmônica - n=7: 
1- 2-2 2 1 zn Expressões em a que resultam no valor 3: 1+a n+a n e 1+a m+a * . 
_: __ ._ A primeira expressao corresponde à segunda linha da primeira parcela e a 
segunda corresponde à terceira linha da segunda parcela da matriz ILsr7. 
7 7 
Expressões em b que resultam no valor 8: 2 bm-7" e 2 b-(m1)k. 
k=o |z=o 
A primeira expressão corresponde à. oitava coluna da primeira parcela e a 
segunda corresponde a segunda coluna da segunda parcela da matriz ILsr7. 
oooonoooo oooooooo 
_ 1 -1v¢ -17¢ ILsr_,-Wa-4Lsr7{e 000000024 +e 00000000 00000000 024000000 
0 elemento da primeira parcela da matriz |Lsr1 esta associado a uma 
seqüência positiva do estator e a uma seqüência negativa do rotor. 
0 elemento da segunda parcela da matriz ILsr1 esta associado a uma 
seqüência negativa do estator e a uma seqüência positiva do rotor. 
a _ 9- harmônica - n=9: 
- - -2 2 Expressoes em a que resultam no valor 3: 1+a n+a n e 1+an+a n.
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A primeira e a segunda expressão correspondem à primeira linha lsrg 
7 7 
_. ( 
- ) - ) Expressoes em b que resultam no valor 8: 2 b n 1 k e E b (M7 k. 
k=o u=o 
A primeira expressão corresponde à segunda coluna da primeira parcela e a 
segunda corresponde a oitava coluna da segunda parcela da matriz lsrd 
0 24 O 0 O 0 O 0 O O O O O O O 24 
¡Lsz~= 11.sz~{e19¢oooooooo+e'19¢oooooooo} 
9 .ë;24 9 oooooooo oooooooo 
0 elemento da primeira parcela da matriz lsrg esta associado a uma 
seqüência zero do estator e a seqüência positiva do rotor. 
O elemento da segunda parcela da matriz Lsrs esta associado a uma 
seqüência zero do estator e a seqüência negativa do rotor. 
115 harmônica - n=11z 1 
Expressões em a que resultam no valor 3: 1+a?_n+a1'2" e 1+a1*"+a?*2n 
A primeira expressão corresponde à terceira linha da primeira parcela e a 
segunda corresponde à segunda linha da segunda parcela da matriz Lsrlf 
7 7 
Expressões em b que resultam-no va1or..8:- 2 b‹n_.3.)-if e E b'h:"ã›k. 
u=o ›-~ x=o _-H 
A primeira expressão corresponde~a quarta~coluna-da-prímeira~parcela~e¬a-___ 
segunda-corresponde a sexta coluna da segunda parcela da matriz Lsrlf 
O O 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 O O 0 
|Lsrn=¶,:¡Lsrn{eJ“¢ooo ooooo +e`1“¢ooo-oo24oo} ' 
ooo24ooo-o -- ooooo ooo -- 
O elemento da primeira parcela da matriz Lsrll está associado a tmn 
seqüência negativa do estator e a seqüência 3 do rotor. 
O elemento da segunda parcela da matriz Lsrll esta associado a uma 
seqüência positiva do estator e a seqüência 5 do rotor. 
13ê harmônica - n=13: A esta harmônica corresponderá a elementos posicionados 
em posições já ocupadas pelos elementos de n=1l: 
ooooo ooo ooo ooooo 




Às demais harmônicas corresponderão elementos em posições Ja preenchidas 
pelas harmônicas até aqui observadas. Em cada posição da matriz Lsr serão 
formadas séries de harmônicas, onde cada uma conterá ordens totalmente 
diferentes das outras. A. simplificação é dada. quando se utiliza apenas a 
primeira harmônica de cada série. No exemplo mostrado, a matriz lsr ficaria 
representada da seguinte forma: 
O m O m O m O m 9 3 . -5 -9 
lsr = O ml 'O m_5 O m_11 O m7 , (III.38) 
0 m 0 m 0 m O m 7 11 s 1 
onde m é igual a -ÊÉLsr e]n¢ e m é igual a íšílsr edn¢. 'n 2 n -n 2 n 
°\ 
III.2.1 Análise das expressõs em a=eJ2n/3 
Uma potência de a representa um vetor complexo igual a uma raiz cúbica da 
unidade. São três raízes dispostas como na Figura III.2, de maneira que a 
soma delas tem resultado nulo ou 3. 
Em todas as expressões envolvendo a, na Equação (III.37), tem-se uma das 
raízes que é a própria unidade e mais duas potências de a que podem ser iguais 
a quaisquer das três raízçs. Examinando-se com maior cuidado, nota-se que dado 
uma harmônica'ñ, as expressões em a, ou são somas da unidade, resultando no 
valor 3, ou são somas das três raizes, resultando no valor zero. 
Para harmônicas de seqüência zero, as expressões 1+aqUaÍa` e 1+an+aa` 
terão valor 3. Isto é verificado pela substituição da harmônica n, nas 
expressões de a, por n=3t (para t=0, 1, 2, ...) que é a lei de formação destas 
harmônicas.
i 
Para harmônicas de seqüência positiva, as expressões que têm valor 3 são 
1+a1-n+a2'2" e 1+a2*"+a1*2n. Neste caso, substitui-se n por 3t+1 (para 
t=0, 1, 2, ...) para a proceder a verificação. 
Para harmônicas de seqüência negativa, as expressões l+a?-n+a1_2n e 
1+a}'n+a?'2n é que terão valor 3. E a lei de formação para usar na verificação 
é n=3t-1 (para t=0, 1, 2, 3, ...). 
Considerando-se que as harmõnicas espaciais de força magnetomotriz são de 
ordens ímpares, ou seja n=2q+1, vem que: 
(a) Para harmônicas ímpares, com n=2q+1, e, ao mesmo tempo, de seqüência zero, 
com n=3t, para t e q inteiros, tem-se:
38 
ne {3, 9, 15, 21, 27, ...} ou 
n=6s+3, para s = 0, 1, 2, (III.39) 
(b) Para harmônicas ímpares, com n=2q+1, e, ao mesmo tempo, de seqüência 
positiva, com n=3t+1, para t e q inteiros, tem-se: 
ne (1, 7, 13, 19, ...} ou 
n=6s+1, para s = 0, 1, 2, (III.40) 
(c) Para harmônicas ímpares, com n=2q+1, e, ao mesmo tempo, de seqüência 
negativa, com n=3t-1, para t e q inteiros, tem-se: 
n e (5, 11, 17, 23, ...} ou 
n=6s-1, para s = 1, 2, (III.41)
\ 
Assim: 
1+a'n+a_2n = 3 e 1+an+a2n = 3 para n=6s+3 
1+a1_n+a2'2" = 3 e 1+a2m+a“2n = 3 para n=6s+1 (III.42) 
2- 1-2 1 2 2 1+a n+a n = 3 e 1+a *n+a * n = 3 para n=6s-1. 
a - an « (a2)"~. 
1 1 1 -í› n 2n__ aëa =1 
82 - (82)-n ' an -- 
(a) (b) (c) (d) 
Figura III.2 (a)Raizes cúbicas da unidade, (b)Potências das raizes para 
n=6s+1, (c) Potências das raízes para n=6s-1 e (d)Potências das 
raizes para n=6s+3, para q=O, 1, 2, 
III . 2. 2 Análise das expressões em b=eJ2n/m 
Analise similar, as realizadas para as expressões em a, pode ser feita 
para as expressões em função de b na matriz AMnB'1, representadas abaixo, em 
destaque: 
m-1 i m-1 m-1 m-1 
2 bnpk' 2 b(np-1)lt, .n . ' 2 b(np-l)k, . ' E b(np-(m-1))k e 
k=O k=O k=0 Ic=0
39 
na-1 
' m-i n-i m-i - k -( i)k -( l)k -( +( i))k zh”, zh ”' ,HH zh ”', ¬ zh ” ” Í 
k=0 k=0 k=O k=O 
Os vetores complexos bo, bl, bz, ..., bwú, representam as raizes da 
unidade de ordem m. Elas estão dispostas no plano complexo de forma semelhante 
as raizes cúbicas da unidade. Guardam um ângulo 211/m, constante entre si 
(Figura III.3) e a soma delas da zero. 
Uma propriedade dos números complexos é que, se os vetores raizes da 
unidade são elevados a uma mesma potência, os vetores resultantes deverão 
ocupar algumas posições das raizes originais (Figura III.3), exceto, quando o 
expoente é múltiplo do indice da raiz. Neste caso, todos os vetores 
resultantes serão iguais a unidade e a soma dará o próprio indice da raiz. 
bz b ‹b*›" u›5›“ 
bs 60° (b3)" 60° 
1 1 ---à s 4 3 en a "sa “Ea "Ea ëanëi 
b* bs (b2)“ (b)“ 
(a) (b) (c) 
Figura III.3 (a)Raizes de ordem 6 da unidade, (b)Potências das raízes para 
n=5 e (c) Potências das raízes para n múltiplo de 6. 
Na analise das expressões em b ha uma diferença de tratamento em relação 
às expressões em a devido a presença do número de par de pólos p que aparece 
multiplicado pela ordem da harmônica n. Isto não foi observado no Exemplo 
III.1 porque o número de par de pólos considerado foi p=1. Por este motivo, a 
análise será feita primeiramente para p=1, depois para um p que seja divisor 
de m e, por último, para p*1 e não divisor de m. 
De forma geral, as expressões em b podem ser representadas por uma das 




Eb np-l)k e 2b(-np-l)k› (IIL43) 
k=0 k=0 
onde 1 = 0, 1, 2, ..., (m-1) e esta relacionado com a ordem da coluna a que O 
somatório em função de b esta posicionado.
40 
Considerando p=1 : ~ 
' n-i_ m-i _ Para harmônicas de seqüência zero, as expressões " 2 bâk" i_e 2 b nk 
1z=o k=o - 
terão valor m. Isto é verificado, pela substituição da harmônica n nas 
expressões em b, por n=mt (para t=0, 1, 2, ...), que é a lei de formação das 
harmônicas de seqüência zero, para um sistema m-fásico. 
Para harmónicas de seqüência positiva, as expressões que têm valor m são 
m-1 m-1 zh”-uk e zb_-('"("-Ink. Neste lcaso, substitui-se n por mt+1 (para 
¡‹=o
ü 
. . .) para a proceder à verificação. 
` 
' n-i 







}:b_(M“k ê que terão valor m. E a lei de formação, para usar na 
k=o 
verificação, é n=mt-1 (para t=0, 1, 2, 3, ...). 
Além das harmônicas de seqüências zero, positiva e negativa, podem 
existir harmônicas pertencentes a outros grupos de seqüência, tais como: 
harmonicas com lei de formação'n=mt+3, n=mt+5, etc. O número de grupos de 
seqüências de harmónicas ê igual ao número de fases do rotor. De uma forma 
geral, para um sistema m-fasico, n pode ser expresso por n=mt+t‹›, onde to pode 
ser usado para identificar ou denominar a seqüência da harmônica considerada. 
As m seqüências de fases podem ser relacionadas com as colunas, da 
seguinte forma:
A 
seqüência zero, n=mt: ocorrem na colxma correspondente a l=0, nas duas 
parcelas da matriz AHnB_1, mostrada em (III.37), 
seqüência positiva ou seqüência um, n=mt+1: ocorrem na coluna com l=1, na 
primeira parcela de AHnB'1 e na coluna com 1=m-1=7 na segunda parcela, 
seqüência dois, n=mt+2: coluna com l=2 na lê parcela e com 1=6 na 25, 
seqüência três, n=mt+3:co11ma com 1=3 na lê parcela e com 1=5 na 
Zê , seqüênquat quat n=mt n=mtco 1 dco l dpardpardpardpardparcparce l as , las , 
seqüência cinco, n=mt+5: coluna com 1=5 na lê parcela e com 1=3 na 
25, seqüência negativa ou sete, n=mt+(m-1): coluna com l=m-1=7 na 'lê parcela e 
com 1=1 na Zê. 
Assim, para harmônicas de seqüência 3, as expressões que têm valor m são 
m-1 n-1 
( - ) -( . Zbnsk e zb ""‹m'3))k. Neste caso, para a proceder a verificação, 
k=o k=o 
substitui-se n por mt+3 (para t=0, 1, 2, . .. ).
41 
E para uma harmônica qualquer, de uma seqüência 1, as expressões que tem 
m-1 m-1 
valor m são zb("'”k e zb_(m(m'l))k. Neste caso, substitui-se n por mt-+1 
x=o k=o » 
(com t=O, 1 2, . . . ), para a proceder ã verificação. . 
Em todoswos casos, para se obter o valor m nos somatórios apresentados em 
(III.43) para uma determinada harmônica n, os expoentes de todos os termos 
deverão ser múltiplos de m. Ou seja, os vetores complexos bk (para k = 0, 1, 
2, ..., m-1), nos somatórios, ficam elevados a mtk ou m(t+1)k e, cada uma 
dessas potências resulta no valor 1.
_ 
Logo, para que os expoentes n-1 e -n-1, a que são elevados os vetores 
complexos bk, nas duas expressões apresentadas em (III.43), sejam múltiplos de 








2 b‹_n`Uk = m para harmônicas n=-g'm-1. 
u=o 
Considerando p ior que e m divisível por p: 
Quando p é maior que 1, as m barras da gaiola do rotor estão distribuidas 
sobre todos os pólos definidos pela onda de fluxo girante resultante da 
maquina, ficando cada par de pólos, no rotor. relacionados com um níunero de 
barras igual a m/p. Se esta divisão for exata, ficará. caracterizado um sistema 
com g fases para o rotor. A analise das harmõnicas, em relação 
ao 
comportamento delas como componente de seqüência, pode ser feita para g 
fases e não para m fases. O que foi discutido para p=1 permanece válido e a 
analise, antes, feita para n pode ser feita, agora, para np. Os somatórios em 
(III.43), serão diferentes de zero quando np-1 ou -np-1 for múltiplo de m. Se 
isto acontece, os vetores de fase bk, nos somatórios, ficarão elevados a um 
expoente igual a gm, para algum g inteiro, da seguinte forma: 
b0' bgm, b2gm. 'H' b(m-2)gm e ñ(m-i)gm.
42 
Como lu é múltiplo de p, os vetores acima podem ser interpretados como 
expressões em função de c=eJ2np/m ou c=bp, ficando divididos em p grupos, onde 
todos os grupos serão compostos pelos mesmos m/p vetores de fase de um sistema 
de m/p fases. Para melhor entendimento, retorna-se ao Exemplo (III.1): ' 
Se no Exemplo III.1. para m=8, o número de pólos fosse igual a 4, ou seja 
p=2, os somatórios não nulos, em (III.43), teriam os seguintes termos: 
, . 
b°, 1›°°, b*°°, b*°° e b5°°. 
Eles são resultantes dos vetores de fases bo, bl, bz, ..., be e b7 quando 
jan/s elevados ao expoente gm=8g, provenientes de np-1 e -np-1, onde b=e . Como 
m=4p, os termos dos somatórios podem ser interpretados como sendo: 
0 › o 2 4 7
- c°"°, c °°°, c3°“Í ‹:°"°, cs°“°, ce°"°, c °"Í 
p 2 jan/4 onde m‹›=4 e c=b =b =e , caracterizando os somatórios, como composições de 
potências dos vetores de fases de um sistema quadrifásico. 
Neste caso, as expressões em b (ou em c) teriam valor 8, quando 2n-1=g8 
ou -2n-1=g'8, para algum g e algum g' inteiro. As m/p (ou 4) seqüências de 

























=2 na 15 pamela a 1=s na 29, para g=2t ou -at-1, 
=4 nas duas parcelas, para g=2t ou -2t-1, 
=6 na lê parcela e 1=2 na 25, para g=2t ou -2t-1, 
=0 nas duas parcelas, para g=2t+1, 
=2 na 15 parcela e l=6 na 25, para g=2t+1 ou -2t-2, 
=4 nas duas parcelas, para g=2t+1 ou -2t-2, 
=6 na lê parcela e 1=2 na 25, para g=2t+1 ou -2t-2. 
Neste caso, a ordem de uma coluna dada por 1, (1=0, 1, 2, ...,m-1, não é 
indicadora direta da componente de seqüência das harmõnicas posicionadas nela. 
As harmõnicas da coluna 1 na primeira parcela da matriz AMnB 1 serão as 
de formação n=mt+1/2 e na segunda parcela, as de formação n=mt+(m-1)/2 e não 
as de formação n=mt+1 ou n=mt-1, como em p=1. . _ 
Considerando p maior que i e não divisor de m: 
Quando m não for divisível por p, o rotor só podera ser interpretado como 
um sistema m-fasico. Nos somatórios apresentados em (III.43), os vetores de 
fase bk aparecem elevados ao expoente np-1 ou -np-1. Quando estes expoentes
43 
são múltiplos de m, os somatórios resultam no valor m e, os termos dos 
somatórios não podem ser escritos em função de vetores de fase de um sistema 
de ordem m/p, como foi feito para m divisível por p. ' 
Se no Exemplo III.i, para m=8, o número de pólos fosse igual a 6, ou p=3, 
os somatórios não nulos, em (III.43), teriam os mesmos termos que para m 
divisível por p. Só que neste caso, não haveria o sistema de fases de ordem 
m/p porque 8/š não é inteiro. 
Neste caso, as expressões em b tem valor 8, quando 3n-1=g8 ou -3n-1=g'8, 
para algum g e algum g' inteiro e as m seqüências de fases _podem ser 
relacionadas com as colunas, da seguinte forma: 
Das harmônicas relacionadas só as ímpares são consideradas. 
seq. zero, n=mt Q 1=-g8i3n=-g8t3mt=0 nas duas parcelas, para g=3t, 
seq. pos., n=mt+1 e 1=3 na lê parcela e 1=5 na 25, para g=3t ou -3t-1, 
g 
seq. dois, n=mt+2 à 1=6 na lê parcela e 1=2 na 25, para g=3t ou -3t-1, 
seq. très, n=mt+3 â 1=l na lê parcela e 1=7 na Zê, para g=3t+l ou -3t-2, 
seq. quatro, n=mt+4 4 1=4 nas duas parcelas, para g=3t+1 ou -3t-2, 
seq. cinco, n=mt+5 à 1=7 na lê parcela e 1=1 na 25, para g=3t+1 ou -3t-2, 
seq. seis, n=mt+6 à 1=2 na lê parcela e 1=6 na 25, para g=3t+2 ou -3t-3, 
seq. neg., n=mt+7 à 1=5 na lê parcela e 1=3 na Zê, para g=3t+2 ou -3t-3. 
Todas as componentes de seqüências são representadas e todas as colunas 
da matriz de mútuas são utilizadas, exceto quando se considera só harmônicas 
ímpares. Neste caso, metade das colunas serão nulas. A diferença em relaçao ao 
caso p=l é que as harmõnicas estarão distribuídas em colunas diferentes. A 
relação entre o número 1 da coluna e a componente de seqüência das harmônicas 
n nela posicionadas pode ser dada por 1=tpn-gm ou 1=i3n-g8, para o nmnor 
inteiro g satisfazendo a relação. 
Considerações importantes: 
1) Os elementos da matriz AHHHÁ, nwstrada em (III.37), são calculados 
m-i m-i 
pelas expressões dos somatórios }:b("p`m' e 2b('"p_l)k, onde o valor de 
u=o k=o 
1, no expoente de cada termo, está relacionado diretamente com a ordem da 
coluna em que os somatórios são não nulos para determinada harmônica. Nos três 
casos analisados anteriormente (p=l, p divisor de m e demais valores de p). 
foi observado que para 1=O os somatórios correspondem a elementos da primeira 
coluna da matriz AHnB-1, para 1=1, correspondem elementos da 23 coluna e,
1 
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assim sucessiva.mente, até 1=m-1, para a coluna de ordem m. As colunas, 
portanto, podem ser, identificadas pela sua ordenação natural ou pelo valor de 
1, que está relacionado também com o número da componente de sequência das 
correntes que interagem com os elementos desta mesma coluna 1. 
2) Quando p é maior que 1 e m é 'divisível por p existirão colunas 
totalmente nulas, ou seja, que não são posicionadas nenhuma harmônica, par ou 
impar. Os valores de 1 estarão relacionados com os múmeros das componentes de 
sequência multiplicados por p, a ordem do sitema de fases ficará dividida por 
p e só parte das m colunas ficarão relacionadas com as m/p componentes de 
sequência. A matriz ficará., ainda, com menos colunas não nulas quando se 
considerar só harmônicas ímpares.
V 
3) Para p maior que 1, com m não divisível por p, as m colunas estarão 
relacionadas com as m componentes de sequência, com uma distribuição diferente 
do caso p=1, sendo nulas só as colunas correspondentes a harmônicas pares. 
V 
4) Como 1 varia de 0 até m-1, para cada harmônica n, a expressão np-1 
sera múltipla de m apenas para um valor de 1 na primeira parcela da matriz 
AHnB'1. Existirá., também, apenas um 1' tal que -np-1' seja múltiplo de m na 
segunda parcela de Al4nB 1. Para a harmônica n considerada, nas demais colunas 
das duas parcelas da matriz Al{nB'1, com outros valores de 1, os valores de 
np-1 não serão múltiplos de m e as expressões em b serão iguais a zero. Desta 
forma, a matriz ILsrn terá., apenas, dois elementos não nulos, um na coluna 1 e 
outro na coluna 1' , sendo a relação entre 1 e 1' dada por: 1+l'=m. 
Prova: 
1 satisfaz np-1 múltiplo de m =› np-1=gm para o menor inteiro g que 
satisfaz a igualdade. à np=gm+1 e -np=-gm-1 =› -np+1 = -gm e 
-np-(m-1)=-(g+1)m, onde -(g+1) também é um inteiro. 
Logo, o valor 1' igual a m-1 satisfaz a -np-1' múltiplo de m. 
Como para cada harmônica n, 1 e 1' são únicos =› 1'=m-1 e l'+1=m. 
5) Os valores dos elementos não nulos de Lsrn são iguais a -Ê?-LsrneJnp¢ e 
Vãm Jn ¢ -Tlsrne' P , respectivamente, na 19- e 29- parcela, quando as expressões em a 
e em b, da matriz AHnB'1, são diferentes de zero. 
6) O único caso em que as posições dos elementos de cada parcela 
coincidem, é quando satisfaz, simultaneamente, n=6s+3 e np=gm, resultando em 
elementos na 15 linha e 13 coluna nas duas parcelas.
\
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III.2.3 Simplificação da representação da triz de mútuas Lsr 
m _ 
Para simplificar a representação da matriz ILer = 2 I..srnAHnB'¡, observa-se 
n=i ` 
que substituindo valores negativos de n nas expressões da 19- parcela de 
AHnB-1, na forma mostrada em (III.37), obtém-se os elementos da 25 parcela. 
Assim, no lugar de dois somatórios dematrizes harmónicas ILsrn, com n 
impar variando de 1 a eo, pode-se representar a matriz IL» por apenas.um 
somatório de matrizes Lørn, onde n varia de -ou a +‹×›,_ como se mostra a seguir: 









Considerações sobre a nova representação da matriz Lsr: 
Não se pode esquecer que as harmõnicas de força magnetomotriz, 
representadas neste modelo, são positivas, mesmo que, na nova representação, 
apareçam valores de n com sinais negativos. Este artifício de representação 
não significa a mudança de sinal das harmônicas. Na verdade, para que a 
expressão de ILsr mantenha a sua ordem de preenchimento das posições não nulas, 
o somatório principal deve ser realizado com a variação de n, alternadamente. 
Ou seja, toma-se n=1 e depois n=-1. Toma-se n=3 e depois n=-3. Segue-se este 
procedimento, até que todas as posições não nulas sejam preenchidas. No 
calculo do parametro de indutancia Lsrn, entretanto, não se levará. em conta o 
sinal de n porque na expressão da matriz ILsr, apresentada em (III.31), os 
valores de n são sempre positivos. Nos demais fatores da nova expressão de 
ILsr, não há. essa preocupação porque na expressão de AHnB_1, que foi separada 
em duas parcelas, Ja havia representações de valores de n com sinais positivos 
e negativos, como nas funções em”, e e'Jnp¢. E no caso das expressões em a 
e em b, que aparecem em (llI.4S), os sinais simétricos de n geram os mesmos 
elementos que na representação mais antiga. 
Na representação anterior de Lsr, as harmônicas de sequência zero do 
estator (n=8s-+3) só correspondiam a elementos na primeira linha da matriz ILsr, 
enquanto as harmônicas de sequência positiva (n=6s+l) ou negativa (Bs-1) 
podiam corresponder a elementos nas outras duas linhas. Antes, uma harmônica
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de sequência positiva do estator (n=8s+1) gerava um elemento na segunda linha 
da primeira parcela da matriz ILsr e outro elemento na terceira linha da 
segunda parcela. Com a nova representação, o elemento da segunda parcela é 
gerado pela harmônica simétrica (n=-Bs-1), que é de sequencia negativa (do 
tipo Bs-1). Antes,uma harmônica de sequencia negativa do estator (n=8s-1) 
gerava um elemento na terceira linha da primeira parcela da matriz IL=|~ e outro 
elemento na segunda linha da segunda parcela. Com a nova representação, o 
elemento da segunda parcela é gerado pela harmônica simétrica (n=-8s+1) que é 
de sequencia negativa (do tipo 6s+1). Conclui-se, por tanto, que com a nova 
representação, os elementos da segunda linha são todos gerados por harmônicas 
de sequência positiva e os da terceira linha por harmônicas de sequência 
negativa, ficando os da primeira linha com harmônicas de sequência zero (todas 
as sequências relativas ao estator). 
Outra consequência é que a relação entre colunas e harmônicas, agora, é 
dada somente por np-1=gm, que era uma das relações utilizadas primeira 
parcela da antiga representação de ILsr. Substituir um n=n‹›, positivo, na 
segunda expressão (-np-1=gm) é equivalente a substituir um n=-no, negativo, na 
primeira expressão (np-1=gm) . ' 
III.2.4 Redução da ordem do siste de equações 
Já. é sabido que as expressões em a podem resultar em valor 3 ou zero, que 
as expressões em b podem ter valor m ou zero e que a matriz ILsr só tem 
elementos nas posições onde as expressões em a multiplicadas pelas expressões 
em b não são nulas. Como consequência, mostrou-se através da continuação do 
Exemplo III.1, para p=2, que a matriz |Lsr pode ficar com diversas colunas 
totalmente nulas. , 
Por estes motivos, o sistema de equações pode ser representado, apenas, 
pelas equações que interrelacionam variaveis de estator e de rotor, através de 
indutãncias mútuas da matriz ILsr. São as duas equações do estator e as do 
rotor correspondentes as linhas não nulas da matriz ILr=. A solução do sistema 
não ira se alterar porque as demais equações relacionam tensões nulas de rotor 
com correntes de rotor, obtendo-se, em todas elas, a solução trivial nula. 
Simbolicamente, |Lsr pode ser representada da seguinte forma: 
211 212 En 
lLsz~ = 221 222 Ear . (III.46) 
231 232 Zsr
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Onde o simbolo 211 representa os somatórios das componentes harmónicas de 
indutancia existentes nas posições não nulas, sendo cada componente harmônica 
dada por:
_ 
f- JnP4> ' A 




III.2.5 Eliminação dos somatórios da matriz Lar 
Como foi abordado no Exemplo III.1 e adotado na representação da matriz 
ILsr em (III.38), só se representará., em cada posição da matriz, uma indutancia 
formada, apenas, por uma das componentes harmônica. Preferencialmente, esta 
indutancia deve ser aquela de menor ordem entre as harmónicas presentes em 
cada um dos somatórios. Caso seja desejável a análise sobre um conjunto de 
harmónicas especificas, apenas estas devem ser representadas, desde que não 
ocupem as mesmas posições na matriz ILsr. * 
A representação dos elementos da matriz ILzr por somatórios de 
indutâncias, além de dificultar a representação da matriz, faz com que o 
sistema de equações se torne pouco operacional. Por isso no modelo matemático 
proposto, considera-se só as componentes harmônicas impares suficientes para 
preencherem todas as posições não nulas da matriz, sem deixar acumular termos 
com frequências harmônicas de ordens distintas em uma mesma posição. Ou seja, 
sem realizar qualquer somatório. A matriz, ainda assim, pode abranger a 
representação de elementos de indutâncias harmónicas de ordens 
consideravelmente elevadas, mantendo uma estrutura simples e, caracterizada 
por uma alta esparsidade. Esparsidade esta, dada pelas colunas nulas da 
matriz, consequência da distribuição das indutancias de harmónicas impares que 
dependem da combinaçãoentre o número de barras do rotor, o número de pólos e 
o número de fases do estator. 
Com a nova representação da matriz ILsr, apresentada em (III.45), pode-se 
usar, também, a variável v=np para representar a harmônica de ordem n. Com 
isto, as duas características, número de barras e número de pólos, ficam 
representadas s i mul taneamente .
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Exemplo III.2 - Seja uma máquina com 4 pólos, p=2 e número de barras mF8. 
Variando-se n nos dois sentidos, a partir de zero, na expressão da matriz 
mz» dada em (111.4s), tem-sez
' 
UÚDOPOÚBSOOÍUDOB 0123l587 ÓIZQÔSB7 
oooooooo oooooooo 
n=-1» Mze`124'oooooooo, n=1=›Mze*2¢oo1oooo , 




n=-as Mõe'5°¢oooooooo, n=3=›Mõe*°¢ooooooo , 
n=ss+a oooooooo n=ss+3 oooooooo 
n\.lII\0r0daScoll.lna801234587 01234537 
oooooooo oooooooo 
n=-ss M1‹›e'“°¢oooooo1o, n=5=›M1oe“°¢ooooooo , 
n=ss+1 oooooooo n=ss-1 oo1ooooo 
numorodascolunasO1234567 01234587 
o'ooooooo oooooooo 
n=-7 =› M14e'“*¢oooooooo, n=7 à Mz4e“*4°oooooo1 . 
n=6s-1 O 0 1 O 0 O 0 O n=6s+1 0 0 0 O O O O 0 
e assim sucessivamente. 
Neste exemplo, verifica-se que a partir de n=t7 os elementos começam a 
ocorrer em posições que Já. possuem elementos não nulos. Nestas posições, 
portanto, irão acumulando-se (ou somando-se) os elementos gerados. 
Desta forma, tem-se na posição (3,6) o seguinte elemento: 
:ze = M e'*2¢ + M e'J22¢ + M e'”5¢ + M e*”°¢ + 2 22 26 46 '°' 
E nas posições (i,2), (1,6), (2,2), (2,6) e (3,2) ter-se-ão somatórios 
anãlogos. Nesse caso, o indice 1 das colunas varia de 0 a 7 e a ordem da 
harmônica é indicada por v=np como indice de M. f
V 
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Adotando-se somente o 19- termo (ou primeira harmônica) de cada somatório 
o modelo permite levar em consideração harmónicas de ordem n=1, n=3 e n=5, 
ficando os elementos da matriz ILm~ representados da seguinte formaz' 
nz = M8e'*°¢, me = M6e*°¢, :zz = M2.-=12¢ ,~ 
:ze = M e'”°¢,zzz = M e”°¢, :za = M JJ”. 10 10 2 
Com o que foi exposto até aqui, Já. é possivel montar a matriz IL» para 
qualquer número de barras ou de pólos da máquina. Porém, para um tratamento 
mais geral desta matriz e para a definição da segunda transformação de 
variáveis que será. estudada no Capitulo IV, é importante desenvolver uma 
expressão genérica para lar. Alguns passos serão necessarios para 'se obter 
esta forma geral da matriz ler: -
A 
Na Seção III.3, deduz-se uma expressão para o calculo do número de 
colunas não nulas da matriz Lar, 
S 
Na Seção I'II.4, estabelece-se uma coluna inicial e as harmônicas que nela 
ocorrem. São identificadas relações entre as demais harmônicas e colunas da 
matriz ILsr e, também, estabelecidas expressões generalizadas para todas as 
harmónicas que ocorem na coluna inicial, 
Na Seção III.5, serão estabelecidas as expressões gerais para as 
harmônicas e colunas localizadas nas laterais extremas da matriz Lar e, 
finalmente a própria expressão geral da matriz ler. 
III.3 Número de Colunas não Nulas na Matriz de Hútuas 
Foi visto anteriormente, que na matriz ILsr, apresentada em (III.4S), as 
m- 1 
co l unas não nulas eram determinadas quando os somatórios 2 b( "pq )k 
- - k=o 
resultavam em valores não nulos, ou seja, obtinha-se neles o valor m. Foi 
mostrado, também, que para cada harmônica só um desses somatórios seria não 
nulo. E isto ocorre para 1, tal que np-1 múltiplo de m. 
Logo, existirá. um elemento na coluna 1 correspondente a harmônica n se 
np-1=gm, para algum g = 0,t1,t 2, . 
Baseado nisto, o processo de determinação do número de colunas da matriz 
IL=r é desenvolvido, usando-se a enumeração das harmônicas ímpares e das 
co lunas re lacionadas .
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Inicia-se pela harmônica n=1 que esta na coluna 1=p. Passa-se para n=3 
com 1=3p. Depois para n=5 com 1=5p. E assim por diante. 
Esta enumeração é seguida até que para um n=2t'+1, 1=(2t'+1)p 2 m. Isto 
pode ocorrer até para n=3. _ _
` 
Quando (2t'+1)p ultrapassa o valor de m, faz-se g=1. Ou seja, dai por 
diante, 1=np-m. ' ~ 
Até n=2t'+1 foram relacionadas t'+i colunas, correspondente à variação de 
t, de 0 até t'. 
As harmônicas e colunas ficam caracterizadas por séries de diferentes 
valores de g. 
Continuando-se a variar n e a relacionar colunas não nulas, relacionam-se 
os 1's a partir de 1=(2t'+1)p-m, 1=(2t'+3)p-m, etc. Quando (2t"+1)p-m 2 m, 
faz-se g=2 e até aqui ter-se-a relacionado t"+1 colunas. 
Dai por diante, 1=np-2m. 
V 
Pode-se continuar o processo até que* todas as colunas tenham sido 
relacionadas. Ou seja, até que as colunas já relacionadas comecem a se 
repetir. 
No momento em que acontece a primeira repetição, ou seja, o mesmo 1 é 
encontrado em duas séries de diferentes valores de g, caracterizadas por gi e 
go, tal que 1=n1p-glm e 1=n°p~g°m, para as harmônicas nl e no, onde: nl > no e 
g1 > go 2 0, esta repetição deve acontecer, necessariamente, para 1=p. 
Demonstra-se: 
Nas duas expressões de 1, subtrai-se duas unidades de rã e no. Isto 
significa regredir para harmônicas de ordens menores. 
1'=(n1-2)p-glm = (n°e2)p-gom 
A igualdade permanece, porém o valor de 1 mudou. 
Faz-se esta redução de n, de forma sucessiva, mantendo-se a igualdade e 
variando-se o valor de 1: 
1"=(n¡-2i)p-glm = (no-2i)p-gom, i=1,2,... 
As novas igualdades mostram que Já existiam repetições anteriores nas 
mesmas séries de gi e go. 
Quando (no-2i)p-gom < 0, soma-se m as duas expressões comparadas: 
(nl-2i)p-g1m+m = (no-2i)P-g°m+m
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0 lado direito pode ser escrito por 1=(n°-2i)p-(go-1)m, mostrando que Já. 
existiam repetições em séries anteriores de g.
_ 
Continuar-se-á a reduzir .duas unidades nos valores de ni e no (ou 
aumentar i) nas duas expressões de 1, reduzindo-se os valores de gi e go, 
quando as expressões de 1 se tornarem negativas, até que go-J=O. 
Quando isto acontece (nl-2i)p-(gl-J)m=(n`°-2i)p, caracterizando uma 
repetição entre uma série com g igual gl-J e a primeira série de g=0. 
Continuando-se a diminuir 2p de cada lado (ou aumentar 1). tem-se no 
final nzp-gm=p, alcançando o menor valor de no-21 (n=1) na expressão de 1 do 
lado direito. 
Assim nz é a primeira harmônica posicionada em uma coluna Ja relacionada, 
sendo que essa primeira repetição se dá. na coluna 1=p, relacionada pela 
harmônica n=1. 
Como a formação de n e n=2t+1, para se atingir a harmônica nz, t foi 
variado de O até um certo tz, relacionando-se um número de colunas, ou de 1's, 
igual a t2+1, incluindo a coluna de repetição. Desta forma, o número r de 
colunas não nulas é igual a tz e pode ser calculado da seguinte maneira: 
(2z~+1)p-gm=p â 2rp=gm =› 1~=š-E, (111.4e) 
onde: g é o menor inteiro maior que zero que torna r inteiro e 
r é o número de colunas não nulas da matriz. 
III.4 Relação Entre os Elementos Não Nulos na Matriz lLsr 
Elementos da coluna inicial: 
Um elemento da matriz ILsr, relativo à. harmônica n, está posicionado em 
uma coluna 1, se a ordem da harmônica n e a coluna 1 são relacionadas por 
np-1=gm, para algum g inteiro. . 
Para a harmônica n=1, a 'expressão np-1=gm é satisfeita com g=0, 1=p e 
qualquer m. 
_ 
Isto mostra que o elemento da harmônica n=1, sempre fica 
posicionado na coluna 1=p, independente do número de barras da maquina. Como a 
fundamental é de sequência positiva para o sistema de fases do estator (do 
tipo 6s+1), ela representa um elemento na segunda linha da matriz lLsr. 
A coluna l=p, pode ser tomada, de uma forma geral, como ponto de partida 
para geração dos outros elementos. Porém, dependendo dos valores de m e p, 
esta coluna pode ter elementos nas outras linhas ou não. 
Para que existam os elementos nas outras duas linhas da coluna 1=p, basta 
que a relação np-1=gm'se\ja satisfeita para algum g inteiro e algum n de
52 
sequência zero, do tipo n=6s+3, e para um g' inteiro e um n' de sequencia 
negativa, do tipo n'=8s-1, relativas ao estator. 
- \ 
Se existe elemento na coluna 1=p e na primeira linha da matriz Lar, então 
n=6s+3 e 1=p=np-gm. Logo, p=(6s+3)p-gm e gm será múltiplo de p. Os menores 
valores de gm que satisfazem esta condição são gm=t2rp, sendo r o número de 
colunas não nulas na matriz lar. ~ ' 
Desta forma, p=(6s+3)p$2rp, que resulta em: 
s=£Íšll, para gm=2rp e s=-£Ešll, para gm=-2rp. 
Se existe elemento na coluna 1=p e na terceira linha da matriz Lar, então 
n=6s-1 e 1=np-gm. Logo, p=(8s-1)p-gm e gm sera múltiplo de p. Fazendo uso, 
novamente de gm=t2rp, tem-se p=(6s-1)p¡2rp, que resulta em: 
s=££šll, para gm=2rp e s=-££šll, para gm=-2rp.= 
A relação entre s e 1* pode ser generalizada para as duas linhas pela 
expressão: s=tÉšE, com h=i1. 
Como s e 1* são inteiros, as relações acima envolvendo s e 1* só são 
satisfeitas quando r não é divisível por 3. Isto quer dizer, que se r for 
divisível por 3, só a 25 linha possuira elementos na coluna 1=p. 
Assim, uma vez calculado r=š%, verifica-se a existência de elementos na 
coluna 1=p nas très linhas, apenas verificando se r é ou não múltiplo de 3. 
Uma vez confirmada, calcula-se s=iI-:ih com o valor de h que torne s 
inteiro. 
Se h=+1, determina-se s1=-Êšë, para n1=$s1+3 na primeira linha e s3=+£šh, 
para n3=6s3-1 na terceira linha. 
Se h=-1, determina-se s1=§:E, para n1=6s1+3 na primeira linha e s3=-Ešš,3 
para n3=8s3-1 na terceira linha. 
Caso não existam elementos nas très linhas da coluna 1=p, determina-se os 
primeiros elementos. de cada linha em colunas distintas, fazendo-se, por 
exemplo, s=0, nas expressões 6s+3, 6s+1 e Bs-l. Isto dará n=3 na 15 linha, n=l 
na segunda e n=-1 na terceira. Estas são as menores harmônicas de cada linha e 
correspondem às seguintes colunas: 
n=3 ou v=3p à 1=3p (caso m < 3p à 1=3p-m)
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n=1 ou v=p =› 1=p 
n=-1 ou v=-p -â 1=|n-p 
llarmônicas dos elementos das demais colunas: › 
As harmônicas podem ser divididas nos grupos (6s+3), (6s+1) e (Bs-1). 
variando de 6 em 8 quando s varia de unidade em unidade. 
Quando em uma linha a harmônica é variada de n para n+8, muda-se da 
coluna 1=np-gm para a coluna 1'=(n+6)p-gm=np-gm+8p, ou seja, a coluna varia de 
Sp em Sp.
_ 
Uma vez encontrado os primeiros elementos da coluna 1=p ou de 3 colunas 
diferentes ;(caso r seja múltiplo de 3), determina-se as outras colunas e os 
seus elementos da seguinte forma: 
- Soma-se 6 a harmônica do elemento conhecido e Sp ao número da coluna 
4 conhecida, encontrando-se um novo elemento em uma nova colxma. 
- Quando o número da coluna ultrapassar m-1, que é a última coluna da 
matriz, subtrai-se m do valor de 1 encontrado porque 1 deve satisfazer 
a relação l=np-gm. Isto significa tomar um novo g igual ao anterior 
mais um (g'=g+1). 
- Pode-se partir para o outro lado, subtraindo 6 da harmônica do elemento 
conhecido e Sp do número da coluna correspondente. Quando 1 se tornar 
negativo, soma-se m ao número da coluna. 
- O procedimento termina quando estão determinadas as harmônicas 
correspondentes às r colunas da matriz. 
Exemplo lII.3 Número de barras m=24 e número de par de polos p=2. 
r=~8 para g=1 =› r é múltiplo de 3 =› diz-se que h=0 e só a segunda 
linha possui elemento na coluna 1=p=2 que corresponde a harmônica n=1 ou 
v=np=2. 
Determina-se os primeiros elementos das outras linhas, fazendo-se s=0: 
A primeira harmônica da 15 linha e n=8×0+3=3 ou v=6 e a coluna 
correspondente é 1=3×2-g×24=6, para g=0. 
A primeira harmônica da 35 linha é n=8×0-1=-1 ou v=-2 e a coluna 
correspondente é 1=-1×2-g×24=22, para g=1. ' 
As demais harmônicas são identificadas somando-se ou subtraindo-se 6 às 
já identificadas e as demais colunas podem ser relacionadas somando-se ou
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subtraindo-se 8p=12 as 3 primeiras Ja definidas. Sempre que a soma for maior 
ou igual a m, subtrai-se m-=24 e sempre que a diferença for negativa, soma-se 
mF24. 
Para harmõnicas da primeira linha, com n=6s+3, tem-se: 
s=0 â n=3 â v=6 
s=1 â n=3+6=9 â v=6+6p=18 
s=2 â n=9+6=15 â v=18+6p=3O 
s=-1 à n=3-6=-3 â v=6-6p=-8 
s=-2 â n=-3-6=-9 à v=-8-6p=-18 
Para harmõnicas 
s=0 à n=l à 














s=0 â â 
s=1 â à 
s=2 à à 
s=-1 à â 









ê 1=18+6p=30 > 24 â l=30-24=6 (Já relacionada) 
à 1=6-8p=-6 < 0 à 1=-8+24=18 (Ja relacionada) 
à 1=18-6p=6 (Já relacionada) 
linha, com n=6s+l, tem-se: 
à 1=p=2 
1=2+sp=14 
1=14+6p=28 > 24 á 1=26~24=2 (Já Pelac.) 
1=2-8p=-10 < O à 1=-10+24=14 (Já relac.) 











1=-2 < 0 à 1=-2+24=22 
1=22+6p=34 > 24 4 1=34-24=10 
l=10+8p=22 (Ja relacionada) 
1=22-6p=10 (Ja relacionada) 






Como a proposta do modelo é tomar uma harmônica em cada posição não nula, 
a distribuição das harmônicas ficará com o seguinte aspecto: 
2 s 10 14 
0 6 O O 
2 O 0 
0 0 10 O 
10 0 O
O -2 
xe 22 Neste caso o modelo levaria em
G -B O conta até a 5- harmônica.
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Exemplo III.4 m = 14 e p = 2 
_ g×14 _ 2×14 _ _ 
' 
= Zig r - ãšã- - -¡- - 7 para g-2 à r não é divisível por 3 à s 2 3 .
' 
Para que s seja inteiro, h=-1 à a coluna l=p possui elementos em todas as 
linhas. 
s=2 para a 12 mma, s=o para a 25 unha e s=-2 para a 32 unha -› 
n1=8×2+3=15, n2=1 e n3=6x(-2)-1=-13. 
Partindo-se da coluna 1=p, calcula-se os demais elementos e colunas 
correspondentes da matriz, utilizando-se osv procedimentos descritos 
anteriormente e relacionando-se elementos e colunas no lado esquerdo e no lado 
direito da coluna 1=p, como representado abaixo: 
2 14 12 10 8 8 4 COlUI'l8S 2 O 12 10 8 8 4 
-54 -42 -30 -18 -6 6 18 linha 1 30 42 54 66 78 90 102 
-82 -70 -58 -46 -34 -22 -10 linha 2 2 14 28 38 50 62 74 
-110 -98 -86 -74 -82 -50 -38 linha 3 -26 -14 -2 10 22 34 46 
Tomando-se apenas uma harmônica em cada posição , tem-se: 
8 4 2 O 12 10 8 
6 18 30 42 54 86 78 
-22 -10 2 14 26 38 -34 
+34 -38 -26 -14 -2 10 22 
Obtém-se, assim uma matriz um pouco mais cheia que no exemplo anterior 
(com r múltiplo de 3), porém com maior representação de harmönicas. No caso, 
considerou-se até a 193 harmônica. 
Exemplo III.5 m = 20 e p = 2 
r=¿äg9=5 e g=1 à s=i§šE â 
h=1 e s=-2 para a 15 linha e s= 2 para a 35 linha à 
n1=6(-2)+3 =-9, n2=1 e n3=6×(2)-1=11 à i
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2 14 B 18 10 2 14 6 18 10 
-78 -66 -54 -42 -30 -18 -6 6 18 30 ' 
-58 -46 -34 -22 -10 2 14 26 38 50 
-38 -26 ~14 ~2 10 22 34 '46 58 70 
Tomando-se só uma harmônica por posição: 
8 18 10 2 14 
-54 -42 -30 -18 -6 
-34 -22 -10 2 14 
-14 -2 10 22 34 
Expressões gerais para as primeiras harmbnicas da coluna 1=p: 



















np = (6S+3)P = [6(5šÊ)+3n] = 2rp+2hp+3P = p+2rp = P+sm a 
p-hgm (III.49) 
p (III.50) 
np = (Bs-1)p = [-6(ÊšEJ-1]p = -2rp~2hp-p = p-2rp = p-gm à 
p+hgm (III.51) 
h=+1, as harmônícas na coluna 1=p são: 
np = (6s+3)p = [-6(Éš§)+3]p = -2rp-2hp+3p = p-2rp = p-gm â 
p-hgm (a mesma expressão encontrada para h=-1) (III.52) 
p (111.s3) 
np = (Gs-1)p = [6(ÊšEJ-1]p = 2rp+2hp-p = p+2rp = p+gm à 
p+hgm (a mesma expressão encontrada para h=-1) (III.54)
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Quando h=0, as harmônicas na coluna 1=p só aparecem na 25 linha com: 
v = p. 
Assim, independente do valor de h, as primeiras harmônicas da coluna 1=p 
são: 
n=p-hgm na primeira linha, 
n=p na segunda linha e 
n=p+hgm na terceira. 
Expressões gerais para as demais harmónicas da coluna 1=p: ' 
É possivel obter-se expressões gerais, também, para as outras harmônicas 
que ocorrem na coluna 1=p, nas mesmas posições ocupadas pelas.harmônicas já 
determinadas. 
Como em uma mesma linha, de coluna para coluna, as harmônicas variam de 
Sp em Sp, após r colunas retorna-se para a coluna 1=p e a nova harmônica nesta 
coluna, será a anterior somada (ou subtraída) de Bpr. Desta forma, as 
harmônicas da coluna 1=p podem ser identificadas pelas seguintes expressões: 
n=p-hgm+8prq na primeira linha, 
n=p+6prq na segunda linha e 
n=p+hgm+6prq na terceira, 
onde q = 0, tl, 12, ..., é o número de retornos completos a coluna 1=p. 
No caso em que r é divisível por 3 e só a linha 2 tem elementos na coluna 
1=p, ao retornar-se para a esta coluna, somando-se (ou subtraindo-se) Sp 
sucessivamente, ter-se-a passado só por r/3 colunas. Isto ocorre porque a cada 
linha corresponde um terço dos elementos distribuidos em um terço das colunas. 
Neste caso, a expressão n=p+2prq identifica todas as harmônicas da coluna 
1=p, na segunda linha. - 
A Tabela III.1, relaciona as expressões garais das harmônicas da coluna 
1=p em todas as linhas e para todos os valores de h. O parâmetro vz utilizado 
é representado pela seguinte expressão: 
vc = (2+4|h|)pr (III.55)
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.Tabela III.1 - Harmõnicas da coluna 1=p 
h=o n=~:1 
1 - P-hsm+qv\ 
2 p+qvL p+qvt 
3 -- p+hgm+qvt 
III.5 Colunas Laterais Extremas de Lar 
A determinação de expressões gerais para identificação das colunas 
laterais extremas e dos seus elementos é, obviamente, necessaria para a 
obtenção da expressão geral da matriz Lar e pode, também, ser muito importante 
para programação computacional. 
Os elementos da coluna 1=p são: v=p na 25 linha e v=p+hgm na 35 linha. 
Se ao é o número de colunas não nulas à. esquerda da coluna 1=p, as 
harmônicas da coluna extrema a esquerda são: v=p+ab6p na 23 linha e 
v=p+hgm-aoôp na 35 linha. 
Se Bo é o número de colunas não nulas à. direita da coluna 1=p, as 
harmõnicas da coluna extrema ã direita são: v=p+B°6p na 23 linha e 
v=p+hgm+B°8p na 33 linha. 
A relação entre ao e Bo é, obviamente, ab+B°+1=r. 
Nos exemplos, pode-se observar que a harmônica da segunda linha na coluna 
extrema esquerda é simétrica à harmônica da terceira linha na coluna extrema 
direita e vice-versa. 
Então: p-abõp = -(p+hgm+B°6p) e p+B°6p = -(p+hgm-aoôp). 
As duas equações sao equivalentes a: 
(ao-B°)6p-2p = hgm. (llI.56) 
que Junto com a relação entre ab, Bo e r, formam o seguinte sistema: 
(ao-B°)6p=2p+hgm 
Ô (III.57) 
B 1 a + = F-o o
Resolvendo-se: 
_(3+h)r-2 _(3-h)P-4
A °°.-Í ° 3.'-“zâ-' 
Substituindo-se ab e Bo nas expressões das harmônlcas 
(3 h) -2 (3 h 25 linha: ve = p-[LJ-] Sp = 3p-%)gm 
Ud = = -3p+~ 
4% (J D' xa 35 linha: ve = p+hgm-[£§:Êè::Ê]6p = 3p--š-gm 
pd = p‹|›hgm+ = -3p+~ 
Retorna-se aos exemplos para verificação das fórmulas. 
No Exemplo III.4: m=14 e p = 2 â g = 2 e h = -1 
22 linhaz 
vz = 3 × 2 - ÉÊ-š-ll-× 2 × 14 = 6 - 28 = -22 
vd = -3 × 2 + -ÉÊ-š-l)× 2 × 14 = -s + ss = so 
32 linhaz U 
vz = 3 × 2 - ÉÊ-š-ll × 2 × 14 = 6 - se = -so 





















Expressões para colunas laterais extremas: 
Para ~ h=t1, as colunas limites são 1e=(p-a°6p)(mod m) e 
lú=(p+B°6p)(mod m), onde (mod m) significa o resto inteiro (não negativo) da 
divisão por m. É o que resulta quando realizamos a operação np-gm que pode ser 




l=np-gm à -gm g
1 
Substituindo-se ao e Bo nas expressões de le e Id, tem-se: 
le = [3p-£ÊšElgm](mod m) = 3p(mod m) e (III.64) 
ld = [-3p-£§šÊlgm](mod m) = -3p(mod m) (III.65) 
Para os Exemplos III.4 e III.5 as colunas limites podem ser calculadas: 
m = 14 e p = 2 e' le = 8(mod 14) = 6 e la = -6(mod 14) = 8 
m = 20 e p = 2 à .le = 6(mod 20) = 6 e ld = -8(mod 20) = 14 
Se m 2 3p, a 15 coluna sempre será 3p e a última m-3p. _
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Observando-se as colunas equidistantes do centro da matriz Ler, na ordem 
em que foram descobertas, vè-se que a soma de seus indices da sempre m. Este 
resultado pode ajudar na verificação das colunas relacionadas. 
Prova: 
Sejam 11 e 12 colunas equidistantes das extremidades â 
11=(p-¢°6p+q6p)(mod m) e 12=(p+B°6p-q6p)(mod m), 
onde q é um fator inteiro que representa a equidistancia em número de 
colunas em relação às colunas laterais extremas. 
Substituindo-se as expressões de ab e Bo nas de 11 e 12, tem-se: 
11 = [3p-~+®p] (mod m) e 
12 = [-3p+(-3%1)gm-qõp] (mod m). 
O termo em função de h é divisível por m, logo não contribui 
significativamente para o resto, sobrando os termos 3p+q6p e -3p-q6p. 
Assim, 
11 = (3p+q6p)(mod m) e 12 = (-3P-q6p)(mod m). à 
11 = (3p+q6p)-gm, onde g é o quociente da divisão de 3p+q6p por m e 
12 = (-3p-q6p)-g'm, onde g' é o quociente da divisão de -3p-q8p por m. 
Supondo que 3p+q6p > m: 
Como 11 é positivo, 3p+q6p 2 gm e como g é <› quociente da divisão de 
3p+q8p por m à gm S 3p+q8p S (g+1)m. 
Como 12 é positivo, -g'm 2 3p+qBp e como g' é o quociente da divisão de 
-3p~q6p por m â g' < O e -g'm 2 3p+q8p 2 -(g'+l)m 
Das relações acima, deduz-se que -g'm 2 3p+q6p 2 gm. Logo não existe 
inteiro entre -g' e g. Se existisse, um dos divisores de 3p+q6p ou de -3p-q6p 
não seria g ou g'. 
Desta forma, -g' e g são inteiros consecutivos, ou seja: -g'=g+1. 
Assim 11=3p+q8p-gm e 12=(g+1)m¬3p-q8p, cuja soma dá l1+12=m 
Se 3p+qBp < m: - 
O quociente g se torna zero, ou seja 3p+q6p é o próprio resto. Ou seja, 
11=3p+q6p e O 5 3p+q6p S m. -
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Se 3p+q8p < m, da divisão de -3p-q6p por m, obtém-se 0 quociente g' < O, 
de tal forma que: 3p+q6p 5 -g'm. Logo, g'=-1 e -g'=g+1. á' NOVam8nte. 
11+12=(3p+q8p)+(m-3p-6p)=m cqd.
, 
Aplicando-se a relação, as colunas 3p(mod m) e -3p(mod m) somadas são 
iguais a m e o mesmo acontece com 9p(mod m) e -9p(mod m). 
Se existe a coluna p(mod m). existe também a -p(mod m) porque somadas são 
iguais a um e, se existe 7p(mod m), existe também a coluna -7p(mod m) 
Desde que os elementos da matriz de indutancias' mútuas são da forma 
MveJv¢,g sendo v=np¢ e Mv= gm 4“° 
1¶R 
Z 
Kwn senna" sengãg-, pode-se 
n 6 (np) FSM Kc 
representar a matriz de mútuas apenas pelas harmönicas relacionadas aos 
elementos. 
Fazendo-se uso das expressões desenvolvidas neste capitulo para 
identificar as colunas não nulas e as harmônicas ímpares correspondentes na 
matriz de mútuas, expressa-se, através da matriz mostrada em (III.65). uma lei 
de formação para estas harmônicas e colunas não nulas, representando 
indiretamente a lei de formação dos verdadeiros elementos da matriz de 
indutancias mútuas. 
coluna -+|3p(mod m)|9p(mod m)| |-5p(mod m)|p(mod m)|7p(mod m)| ... 
seq + +3p-êšëgm +9p-šišgm ... 
\ 
-Sp p 7p 
seq - |+3p-êãšgm +9p-ããšgm ... -5p+hgm +p+hgm +7p+hgm ... 
|-9p(mod m)|-3p(mod m)| 
-9p+:*;-“gui -3p+§1gm ' 
(III.65) 
9 3+h 3+h ' P*-ã-Sm '3P+-§"8m 
III.6 Conclusões ` 
Os efeitos da aplicação da transformação em componentes simétricas no 
sistema de variaveis originais foram mostrados neste capitulo. O sistema de 
variaveis resultante é representado por dois conjuntos de variaveis que estão 
associados as estruturas do estator e do rotor respectivamente. O conjunto 
associado ao estator contém uma variavel de sequência positiva e outra de 
sequência negativa, 'cabendo ao conjunto' associado 'ao rotor um número de
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variáveis igual a r, englobando componentes de sequencia positiva, de 
sequencia negativa e outras componentes de sequências compativeis com o 
sistema polifasico do rotor. Das matrizes resultantes no novo sistema, a que 
ainda pode representar algum ponto de dificuldade na solução de condições 
transitórias é a matriz de indutãncias mútuas. Esta matriz, contém elementos 
variantes no tempo, exigindo a sua inversão a cada passo de integração do 
método numérico utilizado na solução de transitórios. Por este motivo, uma 
outra transformação deve ser aplicada ao sistema de equações em variáveis de 
componentes simétricas para produzir um novo sistema com todas as matrizes 
formadas por elementos constantes em relação ao tempo. Esta transformação deve 
ser proposta a partir da expressão geral da matriz de mútuas no sistema de 




SISTEMA DE EQUAÇOES A COEFICIENTES CONSTANTES 
IV.i Justificativa da Transformação 
A .representação do sistema de equações, após a transformação de 
componentes simétricas, pode ser feita pela seguinte equação matricial: 
[tir] 
= Fa* .?,][§:] +%.[&:: t::][i:] › ‹1v~1› 
onde as matrizes Res, las, |Rrr, ILrr e |Lsr foram calculadas no Capitulo III e a 
matriz .|Lrz é o resultado da operação B2srtA'1 que é igual a Lsrt., como 
mostrado no Apêndice A. 
O sistema de equações, expresso em variaveis originais ou em variaveis de 
componentes simétricas, é, efetivamente, um sistema de equações diferenciais, 
cuja solução analítica se encontra normalmente pelo uso de mu método numérico 
de integração. Os métodos de integração, normalmente empregados, exigem a 
formulação do sistema de equações da seguinte maneira: 
¿=[l.. la] '*{vz] [rss o ][1z]_¡g_[|Lzz lz.~]› (Im) dt ir ILrs lLrr vr O IRrr ir dt ILrs |Lrr ir 
Com esta formulação, as derivadas das correntes são calculadas a cada 
passo de integração, utilizando-se, no instante considerado, os valores das 
correntes, das tensões e das indutãncias mútuas contidas em lLsr *e ILrs. As 
variações das correntes são combinadas com os intervalos de tempo 
pré-estabelecidos, por fórmulas especificas do método utilizado, para 
encontrar-se os valores das correntes dos passos seguintes. Os valores de 
tensões podem ser calculados, a qualquer instante, através das expressões 
destas grandezas obtidas pela transformação em componentes simétricas. O mesmo 
pode ser feito' com os valores das indutãncias que são, também, parametros 
variaveis no tempo. 
" Do procedimento geral, para métodos de integração numérica, como 
comentado no parágrafo anterior, pode-se observar que a matriz de indutancia 
deve ser invertida a cada passo de integração. Esta operação consumirá. tempo
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excessivo em relação às outras operações envolvidas no cálculo das derivadas ã 
medida em que a ordem do sitema de equações aumenta, dificultando a 
exequibilidade do método em PC's. O que se faz, normalmente, para resolver 
esse tipo de problema, é utilizar uma transformação de variaveis que 
estabeleça matrizes de coeficientes (para as grandezas que estão sendo 
integradas) que sejam constantes durante o processo de integração. 
IV.2 Matrizes de Transformação 
0 uso da nova transformação tem como objetivo obter-se no lugar de |L=z-, 
uma matriz com elementos invariantes no tempo. Ela será. definida através da 
multiplicação das matrizes Ts e Tr* por Lar, conforme a Equação (IV.3). onde 
as novas matrizes, Ts e Tr, são convenientemente escolhidas para que se possa 
alcançar o objetivo acima mencionado. Assim escreve-se: 
uz» = Ts1Lzzn~'*, (Iv. 3) 
onde: Hsr é uma matriz de coeficientes constantes que será obtida pela 
transformação em questão, 
Ts = diag [e-Jd¢ e_(d*hgm)¢:| e (IV.4) 
3 h 3 h 
Tr = mag [e“°""š¬-"""'”¢ e“°'°";"°“"'”¢ e“""”¢ 
3-h 3-h 
e “gp-_§_9m+d)¢ e_"(3p"Ê*d)¢:I , ' (IV.5) 
sendo o parâmetro d na transformação arbítrario, obtendo-se maior 
hgm simplificação com d=-Í-. 
A escolha das matrizes Ts e Tr é, um tanto quanto, lógica. Como os 
elementos da matriz ILsr são fasores girantes com amplitudes constantes, os 
elementos das matrizes Ts e Tr só poderiam ser funções do mesmo tipo. Elas são 
escolhidas convenientemente, para que no produto matricial TslLsrTr'1 as 
exponenciais resultantes possuam expoentes nulos, obtendo-se, portanto, a 
matriz Hsr com todos os elementos invariantes no tempo. 
As matrizes Ts e Tr são, por simplificação, escolhidas sob a forma 
diagonal. Desta maneira, no produto matricial Tsfl.=rTr'1, os elementos
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resultantes são encontrados por produtos de très elementos apenas, sendo um de 
cada uma das matrizes envolvidas. 
Como pode ser observado em (III.66), elementos da primeira e da segunda 
linha posicionados em colunas simétricas em relação a uma linha vertical 
central da matriz ILsr, são fasores gira.ntes _ conjugados entre si. Isto 
significa que a matriz Hsr='I`sILsr'l'r'1 terá. os mesmos elementos na primeira e na 
segunda linha, só que dispostos de forma invertida. Ou seja, a segunda linha é 
igual a uma permutação completa da primeira. 
As caracteristicas das operações mencionadas acima, são mostradas a 
seguir: ~ 
-elemento (1,1) de Ts: ed” 
:mz 
-elemento (1,1) de ILsr: Mvej.(3p'É'9m)¢ 
3+h 
-elemento (1,l) de Trq: e`j‹3p-Ê_°m_d)¢ 
-elemento (1,1) resultante em Mar: 
M ej[-a¢+‹3p-%'lqm)¢-(sp-Ígqm-a)¢] = M v v' 
3+h sendo v=3p--E-gm. 
-elemento (2,2) de Ts: e'j(d*hgm)¢ 
em 
-elemento (2.r) de |Lsz~: Mvej‹'3P'T9m)¢ 
3-n 
-elemento (r,r) de Tr_1: ej‹3p"§'9""d›¢ 
-elemento (2,r) resultante em Mzr: 
J Í -(d+hgm ) ¢¢(-3p+§:P¬gm)¢+(3p-ã_2gm+d)¢] _ Mve 2 2 - Mv. 
sendo v=-(3p-gâgm) que é uma componente harmônica simétrica a componente 
do elemento (1,i) da matriz lLsz~.
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Os valores de Mv nos dois casos são iguais porque independem do sinal da 
componente harmônica v. 
Conforme mostrado em (IlI.66), as harmônicas relativas aos elementos da 
primeira linha de lL=r são, pela ordem, {v1, v2`, va, . , vr-1, vz-} enquanto 
as harmônicas dos elementos da segunda linha são, também pela ordem, 
{-vr, -vz--1, , -v3, -vz, -v1}. Os coeficientes constantes dos elementos da 
matriz Ler são {M , M , M , , M , M }, para primeira linha, e V1 U2 D3 llr-1 Ur 
{Mm_. Mvrq, , MU3, Mvz, Mm}, para a segunda linha. Estes coeficientes 
são exatamente iguais aos elementos de Hsr que apresentam uma expressão para 
cálculo Ja mostrada no capitulo anterior e reapresentada a seguir: 
Mv = Vãm 4p‹›2l R w Kwnsen|vm1t| (Iv_6) 
It ô v FSM Kc 
IV.3 Interpretação Fisica das Transforunções 
Para melhor comprender os resultados da transformação de componentes 
simétricas e da nova transformação de coeficientes constantes proposta, 
deve-se procurar interpretar fisicamente os aspectos matemáticos associados 
aos fenônemos eletromagnéticos ocorrentes na maquina. Essa interpretação é 
feita através de uma análise da máquina operando em regime permanente, com 
tensões senoidais equilibradas aplicadas aos enrolamentos do estator. Nestas 
condições espera-se que cada conjunto de enrolamentos por fase produza um 
campo pulsante e que a composição destes campos pulsantes resulte em um único 
campo girante com velocidade % (rd mecânicos/s). Nesta linha de raciocinio, a 
corrente de cada fase do estator em relação as demais grandezas elétricas e 
magnéticas deveria ser formada apenas por uma componente de freqüência 
fundamental.. 
Na realidade, uma corrente senoidal de freqüência fundamental, fluindo no 
conjunto de enrolamentos relativos a um par de pólos de uma fase do estator, 
produz, distribuída ao longo do passo polar, uma onda de força magnetomotriz 
pulsante formada por uma componente fundamental mais uma serie infinita de 
componentes harmônicas ímpares. São as harmônicas espaciais de força 
magnetomotriz abordadas neste trabalho. 
Para cada ordem harmônica, as contribuições de ondas de forças
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magnetomotrizes pulsantes das fases produzem um campo glrante que pode ter 
velocidade no sentido de giro da maquina (seqüência positiva) ou no sentido 
contrário (seqüência negativa), ou ainda, resultar em um campo nulo. Ordens 
harmonicas como a fundamental, a sétima, a décima terceira e outras que possam 
ser expressas na forma n=3s+i, geram campos de-seqüência positiva, enquanto 
ordens harmonicas como a quinta. a décima primeira, e outras com formação 
n=3s-1, geram campos de seqüência negativa. Ordens múltiplas de IL ou com 
formação n=3s+3, geram campos resultantes nulos. 
Essas componentes harmonicas de força magnetomotriz são equivalentes a 
campos de freqüência fundamental produzidos por enrolamentos com maior número 
de pólos (2np) que o real da máquina (2p). Elas estão relacionadas com 
componentes de onda de fluxo que giram no entreferro da máquina com 
velocidades mais baixas que o campo girante fundamental, expressas por tgš 
(rd mecânicos/s) em relação ao estator, onde o sinal mais (+) é usado para 
campos que giram no sentido do campo fundamental e menos (-) para campos que 
giram em sentido' contrário. Em relação ao rotor .estas velocidades são 
expressas por tgš - w (rd mecânicos/s). Cada componente de fluxo, por sua 
vez, enlaça enrolamentos do rotor, produzindo forças eletromotrizes com 
freqüência twm - npw (rd/s) e consequentemente, cada uma destas componentes de 
tensão induzida fará fluir, em cada barra (ou em cada enrolamento). uma 
componente de corrente com esta mesma freqüência tmn - npw (rd elétricos/s). 
São de escorregamento todas as freqüências das componentes de corrente 
nos enrolamentos do rotor. São escorregamentos entre componentes harmônicas de 
força magnetomotriz (campos girantes, de seqüências positivas e de seqüências 
negativas) e a velocidade do rotor. 
Para cada componente harmônica de força magnetomotriz de ordem n 
produzida pelo estator, o angulo elétrico total de uma volta sobre o 
entreferro da máquina será igual a np(2n) (rd elétricos), ficando a defasagem 
entre as correntes de duas barras vizinhas do rotor igual. a Egššäl 
(rd elétricos). Cada conjunto de componentes de correntes de uma determinada 
freqüência, generalizada por tw - npw (rd/s), constitui um sistema polifásico 
de correntes, com número de fases igual a m/p e número de pólos igual a 2np. 
Além disso, elas percorrem enrolamentos próximos da superfície do rotor e 
deslocados no espaço por um angulo exatamente igual à defasagem angular entre 
suas correntes, Egšêäl (radianos elétricos), caracterizando as condições de 
formação de campo girante. São os chamados campos de reação do rotor, cujas 
velocidades dependem das freqüências das componentes de corrente e do número 
de pólos formado por cada sistema polifásico estabelecido nos enrolamentos do 
rotor.`
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Para análise dos campos de reação do rotor, cada ângulo de fase deve ser 
representado através de sua menor determinação. Na defasagem entre duas barras 
vizinhas. esta menor. determinação ê dada pelo resto inteiro da divisão do 
angulo glúêl por 211, ambos em radianos elétricos. Para as primeiras 
harmônicas, as distribuições apresentarão diferenças, passando a ocorrer 
repetições ou mesmo distribuições de ângulos simétricos para harmônicas de 
ordens superiores (Tabela IV.1). Por estes fatos, estas harmônicas ficam 
classificadas em grupos de freqüências que geram campos de mesma seqüência ou 
de seqüências simétricas, dentre os m grupos de seqüências possiveis de ser 
estabelecidos nos m enrolamentos do rotor. Estes conjuntos de componentes de 
correntes devem ter valores proporcionais entre si e, os campos girantes 
estabelecidos por eles possuem efeitos de número de pólos relativos a menor 
das freqüências do grupo. Ou seja: 
Uma harmônica de força magnetomotriz do estator de ordem n pertencente a 
um destes grupos gira, em relação ao estator, com velocidade 2% (rd 
mecanicos/s) e, em relação ao rotor, com velocidade tlšš E as (rd mecânicos/s). 
Ela produz componentes de correntes nas barras com freqüência tum-npun (rd/s) 
que, por sua vez, produzem um campo de reação do rotor com número de pólos 
igual a 2pn' , onde n' é a menor ordem harmônica do referido grupo. Este campo 
girante de reação gira, em relação ao rotor, Vcom velocidade ia, 
11 P 
(rd mecânicos/s) e, em relação ao estator, com velocidade ~` + us = 
tíl-,uš + ~ (rd mecânicos/s), induzindo tensões nos enrolamentos do 
estator e consequentemente formando correntes com freqüência diferente da 
fundamental, igual a iwu + (n'-n)pw (rd/s). Caso a distribuição de angulos de 
defasagens das correntes do rotor, produzida pela harmônica n do estator, seja 
simétrica à. distribuição de ângulos da harmônica n' , o campo girante de, reação 
produzido por correntes de freqüência tum-npuc (rd/s) girará. em sentido 
contrario ao campo de reação produzido por correntes de freqüência tum-n'pw 
(rd/s). Nesse caso, o campo de reação referente à harmônica n gírará., em 
relação ao estator, com velocidade íílfš + ~ (rd mecânicos/s), 
produzindo tensões e correntes com freqüência twu + (n'+n)pw (rd/S).
Tabela IV.1 
Distribuição de ângulos de fase das componentes de corrente 
nas barras do rotor para uma máquina com 28 barras.
› 
barra n=1 n=5, n=7 n=11 n=13 n= 19 n=25 
1 oszn 0521! 0521! 052¶ 0521! 0521! 0521! 
2 n/7 51!/ 7 1! 111!/7 131!/75-'H/7 191!/7551!/7 251!/751 11!/7 
3 zu/7 101!/7 21! 221!/7 261!/75-21!/7 381!/ 751 01!/7 501!/75221!/7 
4 sn/7 151!/7 31! 331!/7 391!/75-31!/7 571!/ 751 51!/7 751!/75331!/7 
5 41!/7 201!/ 7 41! 441!/7 521!/75-41!/7 761!/7520¶/7 1001!/75441!/7 
6 sn/7 51!/7 51! 551!/7 851!/75- 51!/7 951!/75251!/7 1251!/75551!/7 
7 eu/7 301!/ 7 BH 881!/7 781!/75- 31'!/7 1 141!/75301!/7 1501!/75881!/7 
8 n 51! 1! 111! 131€-1! 1 81!551! 251!5111! 
9 an/7 401!/7 81! 881!/7 -81!/7 1521!/ 754 01!/7 2001!/75881!/7 
10 sn/7 451!/7 91! 991!/7 -81!/7 1711!/75451!/7 2251!/75991!/7 
11 ion/7 501!/7 101! 1101!/7 -101!/7 1901!/75501!/7 2501!/751 1 01!/7 
12 iin/7 551!/ 7 111! 1211!/7 -111!/7 2091!/75551!/7 2751!/751 211!/7 
13 izn/7 601!/7 121! 1321!/7 -121!/7 2281!/ 75601!/7 3001!/751 3 21!/7 
14 isn/7 651!/ 7 131! 1431!/7 -131!/7 2471!/75651!/7 3251!/751 431!/7 
15 zu 101! 141! 15 45221! 261!5- 21! 381!51 OH 501!5221! 
Para duas componentes harmônicas de força magnetomotriz do estator n e n 
que produzam distribuição equivalentes ou simétricas de ângulos de fases, as 
defasagens entre os ângulos das correntes de dois enrolamentos vizinhos, 
expressas pelas suas menores determinações, são relacionadas por: 
7 = menor determinação de Egšëfl = t menor determinação de Êigšëgl. 
O sinal negativo (-) é devido a distribuições de ângulos de defasagens 
porporcionais com sinais contrários (seqüências simétricas) e o positivo 
quando forem de mesma seqüência. Desta forma, Egššgl = g2n t Êlgšêgl, para 
algum g inteiro. 
Dividindo-se por 2n e multiplicando-se por m, toda a equação, tem-seí
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np = gm 2 n'p, ou n$n' = gm/p, 
onde o sinal menos é usado agora para iguais distribuição de ângulos. 
Tomando-se o menor inteiro g que satisfaz a relação n$n'=gm/p, 
necessariamente, se tomará o valor de g que satisfaz a relação gm=2rp, onde r 
é o número de colunas da matriz lsr. Assim, nínf é igual a um inteiro múltiplo 
de 2r ea as freqüências das componentes de correntes do estator, induzidas 
pelos campos de reação do rotor são calculadas, enu rd/s, 'pelas seguintes 
expressões: 
tww+k2rpw ou tm+gmw 
Na modelagem apresentada para a náquina trifásica, neste trabalho, o 
espectro de harmônicas fica restrito ã representação de r ordens harmônicas, 
limitando em duas componentes a representação das correntes do estator, a 
fundamental e a componente de freqüência twm+2rpw (rd/s). 
Exemplo IV.1: Para a maquina com 28 barras e 4 pólos, Já estudada em exemplos 
anteriores, o número r é igual a 7 e, as ordens harmónicas de força 
magnetomotriz consideradas foram: 1, 5, 7, 11, 13, 19 e 25. 
A distribuição de ângulos de fase das componentes de correntes das barras 
do rotor foi apresentada na Tabela IV.1, para a metade do número de pólos 
formados para cada harmônica de campo girante do estator. Para a componente 
fundamental, a metade dos pólos será igual a 2, ficando compreendidos entre as 
barras 1 e 15. Para as demais harmônicas, a metade do número de pólos sera 
igual a 2n e ficarão compreendidos entre as mesmas barras, de 1 a 15. 
A relação n¡n'=2r para componentes harmônicas de campos girantes 
equivalentes é satisfeita para: 
Harmõnicas n=1 e n'=13, que geram distribuições de ângulos de fases 
simétricas ou freqüências de seqüências simétricas em relação ao sistema 
polifásico do rotor, valendo a soma entre n e n'. Ou seja, n+n'=1+13=14. 
Harmónicas n'=5 e n=19, que geram distribuições de ângulos de fases 
iguais ou freqüências de mesma seqüência, valendo a subtração entre n e n'. Ou 
seja, n-n'=19-5=14. . 
Harmônicas n'=11.e n=25, que geram distribuições de ângulos de fases 
iguais ou freqüências de mesma seqüência, valendo a subtração entre n e n'. Ou 
seja, n-n'=25-11=14.
6 
` Harmônica n=7, que gera uma distribuição de ângulos de fases de 
seqüência zero (ou anti-zero), podendo ser enquadrada como duas seqüências
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simétricas, valendo a soma entre n e n'. Ou seja, n+n'=7+7=14. 
Em todos os casos nín' é igual a 14 ou igual a 2r e a freqüência induzida 
no estator pelos campos de reação do rotor sera igual a tuw#(n'$n)pw, ou 
:um+gmw, ou para o exemplo considerado, twm+28w. 
Com a transformação em variáveis de componentes simétricas, as tensões do 
estator passam a ser representadas por fasores girantes de seqüência positiva 
e seqüência negativa, que são as componentes simétricas das tensões. O mesmo 
efeito sera alcançado aplicando-se esta transformação em correntes senoidais 
fluindo nos enrolamentos das fases do estator. Interessante é determinar que 
forma de relação essas componentes de seqüência positiva e negativa, de 
tensões ou de correntes, pode ter com as ondas de fluxo ou de força 
magnetomotriz girante no entreferro da máquina. ` 
Considerando-se a linearidade, pode~se pensar nos fluxos ou forças 
magnetomotrizes girantes como composições de fluxos pulsantes formados por 
tensões e correntes aplicadas a. cada. enrolamento de fase. Aleum disso, as 
tensões e correntes que são em geral expressas por funções senoidais variantes 
no tempo é que fazem os fluxos ou forças magnetomotrizes pulsarem na direção 
dos eixos dos enrolamentos da maquina. Cada campo pulsante pode ser 
considerado uma soma de dois campos girantes de mesma amplitude e velocidades 
de sentidos contrários, ficando a resultante da composição destes fluxos 
formada, efetivamente, apenas pelas componentes dos campos pulsantes que giram 
no sentido desta resultante. Ou seja, as componentes de seqüência positiva das 
tensões ou correntes relacionam-se direta e exclusivamente com as componentes 
de seqüência positiva dos campos pulsantes que são as únicas responsáveis pela 
formação do campo girante resultante. Esta analise torna transparente o papel 
da transformação de componentes simétricas. Ela estabelece um sistema de 
variaveis que representa, separadamente, parcelas formadoras e não formadoras 
de campo girante nas novas correntes e tensões estabelecidas. 
Para que estes e outros aspectos importantes possam ser observados no 
restante da analise, um exemplo é desenvolvido a seguir. 
Exemplo IV.2: Máquina com número de barras m=28 e número de par de pólos p=2 
Número de colunas da matria Mer: r = š-Êêã = 7, para g=1. 
Tensões no sistema de componentes slmétricas:
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O 1 1 1 cos uaut O 
vn = 1 1 . a az × VÊ cos (wut-21!/3) = V3/2 Âwut ` 
vez vã 1 az a cos (uma-411/3) e 'J 
As tensões do rotor são todas nulas. ' 
As harmônicas da matriz de mútuas, distribuidas nas suas colunas não 
nulas, podem ser obtidas pela expressão geral apresentada em (III.66): 
colunas 6 18 2 14 ze 10 22 
seq. + -11 -5 1 7 13 19 25 
seq. - -25 -19 -13 -7 -1 5 11 
A matriz Lar ficará representada na forma abaixo: 
|Lsr = , 
U1 M HI II! U1 III M 
Ill III Dl M Dl HI ID 
(Ç 
-22 -10 2 14 28 38 SO 
-50 -38 -28 -14 -2 1 O 2
¢ «I onde mv=Mvejv , m_v=mv e M_v=Mv, como mostrado na expressão (IV.6). 
As demais matrizes do sistema de equações são: 
Rss = d1ag[RS RSI, 
lRrz~ = d1ag[Rrs, Rms, Rrz, Rru, Rrzs, Rmo, Rr22], 
onde: Rm = 2ra + C1 rb e C1 = 4sen2m/m 
[Las = diag[Ls1 I.s2] e 
IL»-r = díag[I..rs, Lma, Lrz, Lr14, Lrza, Lmo, Lrzzl, 
onde:_ Ls1 = Lsz = lsd +' I..s1 + Lss + Ls? + Lsu + Ls13 + Lsas + Lszs e 
Lp =z1a+C¡1b+~ 
1 m õ 
Sistema de equações: 
V3/zvejwut = Rsis1 + pLs1is1 +
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d 
+íE{ m_22iz~e m_1oiz~1a + mzirz + mui:-14 + mzeirza + maaiz-10 + m5°ir22} 
1/3/zve'“”“° = Rsizz + ptszizz + 
d
I 
+ i + + i + i + i 26 + i 1o + m i 2 dt m_5o re m__38iz-18 m_28 re m_“ ru m_2 r mw r 22 r 
O = R.I"8ir8 + d Ll"81r6 4' 112 iai * m 152 dt 22 so 
O = Rriaina + d Lrxaina + m im + m isa dt ao se 
0 = Rrzirz + d Lrzira + m is: + m isa dt -2 as 
O = Rr14ir14 + ci-{Lr14ir14 + m iai + m i=2} dt -14 14 
0 = Rrzsirzs + d Lrzsirzs + m im + m isa dt -26 2 
0 = Rrioirxo + d Lr1oir1o + m isi + m isa dt -se -10 
o = Rrzzirzz + äuzzirzz + zzz m + zzz 1=z} dt so 22 
Como as' funções forçantes do sistema e alguns coeficientes das equações 
ou são constantes ou são fasores girantes, as correntes também serão fasores 
girantes.-A diferença em relação às tensões, que será mostrada mais adiante, é 
que cada corrente será formada por dois fasores girantes componentes com 
freqüências diferentes. _ 
Utilizando-se a propriedade da superposição, pode-se aplicar uma função 
forçante por vez, estabelecendo-se dois sistemas de equações independentes. A 
expressão final de cada corrente é formada pela composição das correspondentes
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expressões das correntes encontradas na solução de cada sistema. Levando-se em 
conta que Rrx=Rrm-k, Lr1‹=Lrm-k, I..s1=Ls2 e m_v=1n:, verifica-se que os dois 
sistemas estabelecidos pela aplicação de cada função forçante apresentam uma 
relação de conjugados entre suas equações, facilmente verificado por rápida 
análise visual, que leva a seguinte conclusão: 
I I § Q I 
is1=i=2 ‹, irs=iz~22 , «ir1s=ir1o , ir2=iz~2s. .e ir14=ir14 (real) 
Como as tensões do estator são fasores girantes conjugados entre si, com 
freqüências sincronas de seqüência positiva e de seqüência negativa, 
poder-se-ia pensar que as correntes do estator tivessem esta mesma forma, com 
os mesmos tipos de funções. Esta proposta pode ser verificada no sistema de 
equações, de acordo com a seguinte anal ise: 
Considere is1=K1ejw"` e is2=K2e'Jw“t, onde os fasores K1 e K2 são 
conjugados entre si.
_ 
Substituindo-se estas correntes nas equações do rotor, determina-se a 
seguinte solução: 
ir8=H8ej ( U2u+22(B) Í. + Gee] ( -4181105048) Q. e 1r22=H22ej ( (Bu-50419) I. + Gzzej ( -Uiu-2218) C. D 
ir18=H18ej(Lüu+lOL8)t + G18ej(-l8u+38l8)f. e ir10=H1oej(wu-38lB)f. + G1oej(-(Bu-IOIBH., 
ir2=H2ej (wu-2U$) t + Gzej ( -wu+26ll9›) t e ir28=H2sej ( (Bu-2SU!) t + Gzsej ( -U$U+2lB) t , 
ir14=H14e5(um'“w" + G14eJ('w"'“w›t = I14cos[(wu-14us)t+‹x14] 
Para que sejam verdadeiras as relações irs=ir22', iz~1e=ir1o', ir2=i|-26' e 
iru=ir14. (real) é claro que Hs=G22., Ge=Hz2', I-I1s=G1o., G1a=H1o., H2=G2a., 
G2=H2e. e H14.=G14 (real). 
j
f 
Nesta etapa, faz-se uma análise de forma, onde o interesse está em 
obter-se relações entre as correntes de componentes simétricas e possiveis 
relações entre as componentes de freqüências distintas destas correntes. 
A solução encontrada mostra que todas as correntes do rotor possuem duas 
componentes de freqüências diferentes, exceto no caso de iru que é real. 
Quando essas correntes são substituídas na primeira equação do sistema, fica 
formado um somatório com fasores girantes de freqüência um e com fasores 
girantes de freqüência -wu+2sus, mostrando que a corrente isl não pode ter a 
forma proposta inicialmente, com um fasor girante de uma freqüência um apenas.
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Analogamente, a mesma situação pode ser verificada para a outra corrente do 
estator isa. Desta forma, a proposta mais viável de solução para a corrente 
iai é a soma de dois fasores girantes, Justamente, com as freqüências um e 
-mm+2mn, ficando a corrente isz igual ao conjugado de isi, como nas expressões 
abaixo: 
is1=K1ejU8ut. + K3e](-lBu§28lB)t. e is2=K2e-jwut + K4ej(U$u-28U$)!., 
i I 
onde K1=K2 e K3=K4 . 
Substituindo-se estas correntes do estator no sistema de equações, 
determina-se diretamente, pelo uso das sete últimas equações (3, 4, 5, 6, 7, 
8, 9), as correntes do rotor, obtendo-se as mesmas formas encontradas na 
primeira tentativa. Isto confirma que a nova proposta representa realmente a 
solução para as correntes do estator. As componentes de freqüências -wm+2mn e 
wm~2mn estão de acordo com a análise feita no sistema de variaveis originais. 
Como anunciado anteriormente, todas as correntes são compostas por dois 
fasores girantes de diferentes freqüências. Cada um desses fasores girantes 
representa a contribuição ao campo girante estabelecido por um sistema 
polifasico de componentes de correntes de uma determinada freqüência. Para o 
sistema trifásico do estator, o calculo da força magnetomotriz girante pode 
ser expresso por v§N1is1, enquanto no rotor, a força magnetomotriz de cada 
grupo de seqüência de fase é expressa por Vmirv, onde N1 e o número de 
espiras do conjunto de enrolamentos de cada fase do estator e v=np é o mesmo 
parametro já definido anteriormente. Os dois fasores girantes que ficam 
somados em uma mesma variavel do sistema de componentes simétricas representam 
freqüências do rotor do mesmo grupo de seqüência. São aquelas freqüências com 
mesma distribuição de ângulos de fase (ou distribuições simétricas) nos 
enrolamentos do rotor. A conclusão final é que cada variavel de corrente em 
componentes simétricas contera a informação de. duas, ao invés de uma, 
componentes de campo girante no entreferro, tanto para o estator como para o 
rotor. 
No sistema de variaveis em componentes simétricas,- cada corrente do 
estator pertence a um grupo de seqüência do sistema trifasico do estator, 
seqüência positiva ou negativa e cada corrente do rotor pertence a um grupo de 
seqüência relativo ao sistema m-fásico do rotor. Cada corrente é a soma de 
dois fasores girantes relacionados a dois campos girantes que guardam entre si 
uma velocidade relativa de -2wu+mmn, igual para todas as correntes. 
No sistema de variáveis a coeficientes constantes, estabelecido pela nova
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transforção, as correntes serão calculadas em relação a um sistema de eixos 
de referencias móveis (Figura IV.l). resultando em parâmetros de 
relacionamento entre tensões e correntes, inva.riantes no tempo. Do ponto de 
vista das novas referências e com d=-ghm/2, todas as variaveis, correntes e 
tensões, serão compostas por dois fasores girantes conjugados entre si, com as 
mesmas freqüências para todas estas variáveis. Neste novo sistema de 
variáveis, cada componente de seqüência do sistema de componentes simétricas 
será. referenciada a um eixo móvel, cuja velocidade angular, é igual a média 
entre as freqüências angulares dos fasores girantes componentes, medidas em 
relação ao sistema de variáveis de componentes simétricas. Esta análise pode 
ser feita sobre todas as caracteristicas da máquina utilizada nos exemplos 
mostrados anteriormente: 
Calcula-se as matrizes de transformação para o caso, utilizando-se as 
expressões mostradas em (IV.4) e (IV.5): 
Ts = diag[e-JI” ejlw] e 
Tr, = d1ag[e-›=6¢ e-124¢ e-112¢› 1 81124* em-1¢ e1=64›] 
Estas matrizes são aplicadas às correntes em componentes simétricas. 
obtendo-se as correntes no novo sistema: 
(un -uma ‹- 1-una is1=1‹1eJ u ) +k3e" wu' ), 
(-us 14 z -mw: is2=\‹2eJ u' W + kâeflwu ) , 
1r8=h6ej(wu-14w)‹. + g6ej(-unu+14w)t' 
(wa-14 c - num ir1s=n1aeJ U” + q18ej( W* ) , 
1r2=h2ej (wu-14w)£ + qzej ( ~l8u+i4ll!)t.
\ 
ix-14=I14cos[ (wu-14w)t+‹x14], 
¡r28=h26ej (wu-14un)z + g28ej‹-wu+14w)L,
(um-14 ›z ‹-um num ir1o=›z1oe" w + q1oeJ ° , 
1¡_22=h22ej(w›.z-14w)t. + g22ej(-um+i4w)t.. 
Todas as correntes são combinações de dois fasores girantes conjugados 
entre si,.com velocidades +(wu44w) e -(wuaâwl em (rd elé/s), em relação aos 
seus novos eixos de referências. São campos~ de seqüência positiva e de 
seqüência negativa em relação aos novos eixos de referência. . 
As velocidades dos eixos de referências das correntes no sistema 























corrente isa - velocidade -14w 
corrente iris - velocidade 24w 
corrente iria - velocidade zero 
corrente irio - velocidade -zum 
J(-wu+sow›c J(-wu+14m)x e gse
\ 
`\ eixo com velocidade ama 
J (wuâzzum. _1‹usu-14w)c 
eixo de referencia fixo 






IV.4 Aplicação da Transformação ao Sisteun de Equações 
Uma vez apresentado os objetivos da nova transformação, as matrizes 
utilizadas e a interpretação fisica da mesma, é necessário mostrar a seguir, o 
efeito da transformação sobre todo o sistema de equações. 
Estabelecendo-se como matriz de transformação de' variaveis a matriz 
[33] 




onde e são, respectivamente, os vetores de tensões e correntes no 
novo sistema de coeficientes constantes e e , os correspondentes 
vetores no sistema de componentes simétricas. A . 
Multiplicando-se a matriz de transformação [rs Tr] à. esquerda de cada 
lado da Equação (IV.1), obtém-se: 
[â:]=[“ Tr][1:]=[“ T,]["*â“ ..zíí][i:]+[“ T,]ãz[ä:: &::][i:] ‹w~8› 
-1 
Substituindo-se, na mesma equação, o vetor por [rs Tr-q , 
encontra-se: 
[â:]=[“° f,.][“°° R..,][“ ][i:]+[“ T,]äz›.[&:: t::][“ ái-z][ã:] um 
Como a matriz de resistências é uma matriz diagonal com parâmetros 
constantes, ela não será. modificada após as multiplicações. Com esse resultado 
e efetuando-se a multiplicação entre a matriz de indutancias e a inversa da 
matriz de transformação, tem-sez' 
-‹ «I 
Os _ [Rss is TS d ssTS lsrTI" is 
[or] ` [ RH] [1r]'*[ Tr]‹1t[%.z~z1's" ¡Lz~z~Tr"' Mir] (N10) 
Aplicando-se a regra da cadeia para derivadas, vem:
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-0 -Í 'J ‹- 
Os _ ss Is +_ TS d ssTS. |LsrTI;| I 
ls ssTS. fl.srTI:'| Ê. Ía 
az 
' um ir Tr dt |LrzTs" inn- 1.» mrzrs' 1LrzTz~ dt 1» 
(1v.11) 
substituindo-se u.zz'rz-`* pm- Ts`*nzz, fLzzTs`*p<›z- 'rz-`*u=z* e <11stz~1bu1zzó° a 
multiplicação da matriz de transformação sobre as parcelas da soma, no 
interior das chaves, escreve-se: 
_. ~‹ 
(ls _lRss is + TS ss TS TS Hsr ) 
Is + af ` :RH ir Tr dt Tr-"'uzr um Tr-" 1» 
`. eu TäLssTS TSiLsx-TP' d Is
) [T!'|LrsTS-' TI`¶.rrTI`-| [ir] 
(Iv. 12 
Considerando-se que as matrizes Lss, Lrr, Hšr e Hsrt, na segunda parcela 
do lado direito da Equação (IV.l2), só possuem elementos invariantes no tempo, 
determina-se as derivadas de Ts e Tr, substituindo-se seus resultados na 
Equação (IV.l2). 
Na terceira parcela, ILss e lLrr são diagonais e por isso, aplica-se a 
comutatividade, obtendo-se como resultado as próprias matrizes [Las e ILrr. Os 
demais resultados dos outros produtos matriciais desta parcela são encontrados 
e substituídos, obtendo-se: 
oz: zz. 15 +Ts zz(-Jwzsrstif ¿ (-Jw£sTs')nz.- xz + ar um ir Tr- (-_¡‹»Ez~Tr"“)1|zz u_zz(-_5‹z›¡-:z~'rz-") az 
Hs d Is 
[kz ¡Lr:]¿-[Ir] (Iv. 13) 
Como na segunda parcela do lado direito, as matrizes envolvidas por 
multiplicações de Ts ou Tr e suas inversas são todas da forma diagonal, a 
comutatividade pode ser novamente aplicada. Opera-se primeiro, os produtos das 
matrizes Ts e Tr pelas suas inversas que resultam na matriz identidade, 
ficando o sistema de equações representado da seguinte forma: 
[ä1=F°°«r»1[i21~1°%l“ zf1[%z:í‹ rr11[i:1+[%z:1* fíílãzíirl
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Justificativa das substituições empregadas: 
De (IV. 11) Para (IV.12) 
nzf=TsmzzTr'* à Ts`*nzz=mzrTr`* (1v.1s› 
Hsr`.=(TS|LsrTI`-1) t'=(TI`_1|1.sr LTS) .=Tl'1ÍLsr t.TS -1 (IV. 15) 
Como os elementos de Mar ou Hart são números reais, seus .conjugados são 
I Q 
os próprios elementos, Hsr =!kr e Hart =Hzrt, ficando a Equação (IV. 16) 
escrita da seguinte forma: 
uàr°'=uâr“=TnLzf*'Ts`* e (Iv.17) 
Tr *uzrt=mz»”'Ts *àmrârs 1 (1v.1e) 
De (IV.12) para (IV.13) 
-1 
:i1_t(LszTs-1)=lss-âi-'š-S , porque os elementos de lLss são invarlantes no tempo e 
-1 
äšã =d1aglJdweJ°¢ J(d+hgm)we1(*"““'¢1 (1v.19) 
Definindo-ée Es=ó1ag[-d -(a+hgm)1. (Iv 20) 
dTs'* -1 tem-se: at- =-JwEsTs (IV.21) 
ä'-(IL:-rTr_1)=(Lrr %'I`r'¡, porque os elementos de ILrr são lnvariantes no tempo e 
_ -diag -jvwae Jvzune . . . Jvuuae . . . Jvrwe , (IV. 22) :1it.I.r_-1_ 
[ 
-_|v1¢ _ -_|v2¢ _ -_|v¡‹¢ _ -jm-¢] 
onde : 
vz «z {‹ap-ägm-ó). (ep-íššgm-ó›,..., ‹p-à›,.... -(sp-3%**gm+ó›, -(sp-%*gm+ó›}
Definindo-se 
82 
Er=diag (3p---gm-d) (9p---gm-d) ... (p-d) .., -(Qp---gm+d) -(3p--Egm+d)]. 3+h 3+h 3-h 3- 2 2 2 ' 2 
d _ _ tem-se: ÃÉTP 1=-jwErTr
1 
A multiplicação TsisrTr 1 é igual a Hbr pela própria definição da 
transformação e 
_ 1» _ _ nv Q _ 
Tl"fl.rsTS 1=TI"ÍLsr t TS 1=TI' 1 lLsr `.TS =(TI' 1Lsr QTS)
. 
_ w _ Q 
=(Tz- “11.zr"rs”) =(Ts:Lzm~ 1) '“'=n=z° =nzr“=urz 
Equação do Conjugado Eletromagnético 
z' d z' d -1 z' -1 d Te = Ls (wie:-)Lr = La (a3A LsrB)¿r = Ls A (ä.sr)B¿z- =› 
* z* d z* d z' d Te = lst Á (a$Lsr)ir = (Áls) (ü.sr)ir = is (ä.sr)1r à 
. I ` à 3 
're = 18* ä¡(Ts *nzmfiif = 1.“'[(%Ts *)uzr'rr~+Ts '›1s.~(fW'rr):| ir =› 
Te = az" [-JEsTs'*nzr'rz~+Ts'*nzr(JEz-Tz~)] 1» =› 
're = J1z"Tš*[-1-:sn‹zz+nzrEr] Tri, â 
Te = ¿(1z“Ts)'[nzfEz--Esnzr:|1, =› 
re _= J(rs1.)°'[n=fE:z--Esuzzr] 1.» =›~
›
I 
Te = Jazz” Mraz, 














IV.5 Solução do Siste de Equações em Regime Permanente 
A solução do sistema de equações (IV. 14) em regime permanente é obtida de 
forma analítica. Nesse caso, além de relações inerentes dos sistemas de 
variaveis utilizados, são feitas considerações sobre as grandezas elétricas 
envolvidas, impondo-se a condição de regime estabelecido. 
As tensões aplicadas à. máquina vêm de uma fonte trifásica equilibrada 
cujas tensões por fase são dadas por: 
vsa cos (mt) 
vsb = V 2V cos ‹usut-211/3) . (IV.35) 
VSC cos (wut -41!/3) 
onde: um é a frequência da rede e 
V a. tensão eficaz fase-neutro da rede. 
Da transformação de componentes simétricas: 
vsa 
[va] = A[vsb} =› (IV.36) VSC 
1 1 1 cos usut 0 
[vs] = -1- 1 a az VÍV cos (wut-21:/3) = \/575V ejwut' (IV. 37) 
/§ 2 -Juma 
-. 1 a a cos (wuf.-ur/3) e 
Para a segunda transformação, só as componentes de sequência positiva e 
negativa são utilizadas, então: 
-_|d¢ jwuc um = e O /5/-EV e ou 
o o e`J “”"°"“¢ ë1“”““ 32 




onde: Gsi e (isa são as componentes de sequencia positiva e negativa no 
sistema de coeficientes constantes, 
¢ = wt+¢‹›. (Iv. 39)
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Para as tensões do rotor: 
vr=Buz~=0 e~úz~=Trvr=0, -ou-Ork = 0. para-'k = 1, 2, .‹.., r 
O sistema de equações (IV. 13) possui duas funções forçantes, uai e usa, 
podendo ser resolvido pelo método de superposição. A solução será. uma 
composição das soluções correspondentes às entradas aplicadas isoladamente, de 





. (IV. 40) 
081 ejtwuc-a¢ Para a função forçante 
[ O ] 
= \/3/2V[0 , a solução do sistema de 
equações (IV. 14) corresponde à. primeira parcela da Equação (IV. 40), ficando as 
correntes de estator e rotor representadas da seguinte forma: 





e ir = V3/2Ir+ej(wut'd¢) = 1/:ÊÊ Ir; eJ(wut_d¢) (IV.42) 
Ir' 
(-99) (md ln) 
Ir* 
_ (-3p)(mocl m)_ 
Os indices das correntes do rotor correspondem à. ordenação das colunas 
não nulas da matriz de indutancias mútuas estabelecida no capítulo anterior. 
São r correntes com indices variando entre zero e m-1. 
Para a função forçante = V3/2V[2-_|(wu¢.+(d+hgm›¢)] , a solução das 
equações corresponde à. segunda parcela da Equação (IV.40) e as correntes de 
estator e rotor são representadas por:
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IB = T/2Is'e-j(lB1xt+(d+hgm)¢) ="/:ñ[š:;_Je-](l19‹¡t¢(d+hgm)¢) (IV.43) 
' _ 1 
I m r3p(mod m)
I r9p(mod m) 





(-9p) (mod ln) 
_Ir‹-zpumzd m¿_ (Iv.44) 
Aplicando-se a transformação inversa Ts-1, obtém-se as correntes do 
estator no sistema de componentes simétricas: 
is = B2 = 1/3/2 IS2+ej(usuz+hgm¢) +1/3/2 Is; e-Junuz (IV. 45) [is 1] [Is 





Como no sistema de componentes simétricas, as correntes de sequência 
positiva e de sequência negativa são fasores girantes conjugados entre si, 
pode se escrever a seguinte relação: 
_ _ 1 _ _: 
Is: ejwm + Is! e J(mm›hg°¢) = Is; e J(wuuhgm¢) + Isa ejum' =› 
1 
I - 1 
" 
1 
' - 1 
*' (Iv 46) S1 - S2 G S1 - S2 . 
A conclusão é que o vetor Is pode ser determinado pelo vetor Is+, 
através da seguinte relação: 





Analogamente, aplica-se a transformação inversa. Tr 1 nas correntes do 
rotor e determina-se uma relação semelhante a. do estator: 
_ +. - 
Ir -3p(mod m) 
+§ 
Ir -9p(mod m) 
0
. 
Ir = Ir* = Ir: (1v.4a) 
4.. 
Ir 9p(mod ln) 
+Ó 
Ir 
_ 3p(mod m) _ 
Assim, é suficiente resolver o sistema (IV. 14) somente para a primeira 
funçao forçante, 
j(wu¢.-ú¢ 
[°â*] = /zZv[ã x] . (Iv.49) 
A solução para a segunda função forçante e obtida pelas relações 
encontradas em (IV.47) e (IV.48) e, a solução total é determinada pela
› 
composição entre as duas correntes. 
Como ¢=u:t+¢‹›, então: 
úzl = »/five'“¢°.1“”“*'°“*"[â]. (1v.so) 
Nesse caso, is=/šÊIsej(wut_d¢) e 1r=/:ÊIre'Wmt_d¢), a derivada na 
Equação (IV. 14) é aplicada nestas correntes e o sistema de equações (IV. 13) 
toma o seguinte aspectoz' _ 
[21 ã~1[111‹1<*FS zz~1l%¿: âfilíifl +1-'‹›el%*:: ãfílíäfl 
onde wo = um - dus (IV.52)
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Como o vetor de tensões e os vetores de correntes são todos fasores 
girantes semelhantes com a mesma parte variante no tempo, ej(wm'_d¢), pode-se 
dividir toda a Equação (IV.51) por esta função e resolvê-la fasorialmente. 
Neste caminho, o sistema de equações pode ser escrito da seguinte forma: 
[35] = [ÉSS ä3,,][ší] +5[“S zz,]['§.íZí'íí][ší] › <Iv~5°> 
onde: Qs = us‹›[1 1]-unEs, (IV.54) 
QP = wbdiagfl 1 1 ... 1]-wEP, (IV.55) 
r elementos 
Us = V[1,0]t' e 
Is e Ir, para esse caso, são fasores de sequência positiva. 
Uma vez determinado Is e Ir, a solução completa é expressa por: 
= *ze-ja¢‹›[IS Irlzej(mu-ów)cfl,5}-Ee-1‹a+ngm)¢o[fS Êrlce-J‹wu+‹a+hgm)w›c 
(IV.56) 
Conjugado eletrognético para regime permanente: 
Na expressão geral do conjugado para o sistema de coeficientes 
constantes, as correntes são substituídas pelas formas encontradas em (IV. 56): 
'c Te = Jia MTÍr á 
Te = J{`,5Ee;ó¢‹› Isa; e-1‹wzz-ówn + `,3-/¡¿1‹ú+›zgm›¢° gs úz e¡‹‹zzzz+‹ó+›.qm›w›zE
O 




J3/z{Is't MT Ir + Is" MT Ir e_Jh°°¢° e'J(2w“*h°mw)t + 
O . ' O O Is" Mr Ir e”'°'”¢° e“2“““*"°'““*`“ + 15'* Mr 11-} (1v.ss) 
Definindo-seo 
O O 
'faz = z×z1s'“›fr1z-, Taz = zzz1s"Mr1r, (1v.59) 
O . . O 
Ts1 = 3/2Is "MTIr~ e Tsz = 3/2Is tMI'Ir, tem-se: (IV. 60) 
Te = J{Ta1 + Tag + TS1ejngm¢‹›eJ(2wu+hgmm›c *_ 1.326-jhgm¢oe-_|‹2wu+hgmw›z} 
(IV.61) 
Pode-se também mostrar que: 
Ta1 = -Tae. e (IV. 82)
U 
Ts1 = -'I`s2 . (IV.63) 
â ' â 
at ° rt ° 1 u 0 If' 
Tae =3/2(Is MTIr) =3/2 Is Is MTZ r =› (IV.64) 2 1 ., 
Ir
1 
=› (IV. 65) , 
Is2M'I'1,2 + Is1MI`2,2 Ir. ' 
Taz = 3/2{ . : '} 




Is MT1,1 + Is MI'2,1 2 1 
Is MT1,1‹ + Is MI'2,1‹ 2 1 
I I ' § I 
'faz = 3/2{(Is MT1,1 + Is MT2,1)Ir + (Is MT1,2 + Is.MT2.2)Ir + 2 1 r 2 1 (r-1) 
.. + (Is;M'I`1,1‹ + Is:MT2,k)Ir'1} à (IV.66)
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I' 
, , , MI`2,k MT2,u-1 MT2,2 MT2,1 IF1 
'faz = [151 IS2] .. à 
M'I`1,x‹ MT1,x-1 MT1,2 MT1,1 Irr 
Taz = [Is Is] .' = -Tai =› 
"Ir 
, , , -MI`1,1 -MT1,2 -MT1,k-1 -MT1,k ,1 
1 2 -MT2,1 -MT2,2 . . . -MT2,x‹-1 -MT2,|‹ Irr 
(IV. 68) 
A relação MI`1,_1 = -M1`2,k-_1+1, ou seja que os elementos da linha 2 de MT 
são os simétricos dos elementos da linha 1 dispostos de forma invertida, vem 
da própria formação de MT, como mostrado a seguir: 
MT = MsrEr-Esflsr =› (IV.69) 
MT1,1 = Hsr1,_1Er1 - Es1Msz~1,_1 e MI`2,_1 = Hsr2,5Er_1 - Es2H=r2,j, 
(IV.70) 
sendo H.‹m‹,1 o elemento da linha k e coluna J na matriz Mar. 
Como Hzr1,j = Hsr2,r-Ju, Es1 = -Esz e Er) = -Err-1+1 à (IV.71) 
MI1,j = Hsr2,z~-_1+1Er_| - Es1Hzr2,z--_1+1 =› (IV.72) 
NTI.) = Hsr2,r-j+1(-Err-Ju) - (-Es2)Hsr2,r-j+1 =› (IV. 73) 
MT1,_1 = -[Hzr2,r-¡+1!-Zrr-J+1 - Es2H=r2,z--ju] = -M'I`2,r-j+1. (IV. 74) 
As relações Esi = -Esz e Er) = -Err-1+1 são facilmente visualizadas, nas 
expressões (IV.20) e (IV._23), pela substituição de d = H-1%. 
É facil ver, nos exemplos desenvolvidos no Capitulo III, que os elementos 
da primeira e da segunda linha são de frequências harmõnicas simétricas porém, 
posicionados de forma invertida. Além disso as a.mplitudes Mv para termos de 
harmönicas simétricas são iguais, ou seja:
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mv(1,J) = Mvejwp e mv(2,z~-j+1) = Mveflmfi (IV.75) 
Como os elementos da matriz Hsr não contém as partes exponenciais dos 
elementos da matriz ILsr, então os elementos que guardam a relação de posição 
(1,j) e (2,r-_¡+1), na matriz Hz-.r são iguais as amplitudes Mv e por isso iguais 
entre si. 
A relação 'I`s1 = -Tsz. pode ser mostrada de maneira análoga. 
Substituindo-se as relações (IV. 62) e (IV. 63) na Equação (IV.61), tem-se: 
Te = J{Ta1 _ Tal* + Ts1e_1hgm¢›‹› 
eJ(2wu+hgmum _ ,¡.S1'e-jhgm¢‹› e-j(2wzmzgmw)f.} à 
(Iv:/6) 
Te = _›{_j2.rzzz‹Ta1} + _j21zzz[Ts1 e”`°“'¢° eJ(2”“*“°“'“*“]} à (1v.'17) 
Te = {Tea - Tes sen[(2wu + hgmw)t+hgm¢‹› + as]}, -(IV.78) 
onúez Tes ef” = 2Ts1 = Ts: e (1v.'/9) 
Tea = -Im{2Ta1} ‹1v.so) 
Exemplo IV. 1: Máquina com número de barras m=28 e número de par de pólos p=2 
Número de colunas da matriz Mar: r=š-gi =› g=1 e r=7 =› 
s=t%= t'Z¿ =› h=-1 e s=t2 =› d=-~14 =› 
Ts = dia.g[e'J“¢ ejlw]
V 
Tr = diag[e"'38¢ e-,mw e_”2¢ 1 en” ejzw ej38¢] 
[oz m~1“ = (nm, ozz, o, o, ,o1“.
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[az nl* = lizl, izz, ns, nm, ira, nu, 1.26, nm, 1,221”, 
Rss = d18.g[RS R5], 
lRrr = diag[Rre, Rms, Rrz, Rru, Rrzs, Rr1o, Rr22], 
onde: Rrx = 2ra + Cx rb e Cx = 4sen2\zn/m 
ILss = d1ag[Ls1 I..s2] e 
Lrr = d1ag[Lrs, Lms, Lr2, Lru., Lrzs, Lrm, Lr22], 
2;1o1tR1 mõ onde: Lrk = 21a + Ck lb + 
As harmónicas são encontradas pela matriz apresentada na Equação (III.68) 
e os elementos da matriz Msr pela Equação (IV.5), onde M_v=Mv. Assim: 
ll! m m m ln U1 m -'22 -10 2 14 26 38 SÓ 
[Ler = 6 
m m m M U1 m ZH -50 '-38 -28 -14 -2 10 2 
M M M M M M M 
"sr = 22 1o 2 14 za se so 
M M M M M M M so se 26 14 2 1o 
ES=d1ag[-14. 14] e Er=d1ag[-36 -24 -12 O 12 24 361, 
-22M - IOM 2M 14M 28M 38M SOM 
MT = 22 1o 2 14 26 se so 
-SOM -38M -2M ' -14M -2M 10M 22M 
_ so se 26 14 2 1o 
5 1 ¡_ Te- J[1s1, 192] MT [1r8, Iria, Ira, Ir”, Irza, Irlo, Ir22;| =›
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-SOM ir -38M ir - 26M ir - 14M Ir - 2M1r + 
¡ ¡ -22M22Ír6 -1OM1°1|-18 + 2M2Ír2+ 14M14¶r14 + 26M261r26 + 
Te = J[Ís1, 192] 
` 50 6 38 18 26 2' "14 14 - 2 25 
38M Ir + SOM Ir
1 
as 1o so 22 
=7 
I' 22 22 IOM Ir + 22M 1 10 1o 
1 1 1 1 
Te = J[22M22(Ís21r22 - 131 Ira) 'V 50Ms°(Ís1Ír22 ' Íszirs) 'Í' 
IOM (Is.¶r _ 1s.Ír ) 4' 38M (Ís.Ir -' ¶s.Ir ) '* 10 2 10 1 18 38 1 10 2 18 
1 1 1 1 
2M2(1s11\-2 - Iszlrzs) 4' 26M28(1s11r28 - ísalrzl +
1 
14M (Ís.Ír -' Is Ir => 14 1 14 2 14 
Cada parcela corresponde aos conjugados por frequência e podem ser 
colocadas da seguinte forma: 
1 1 1 1 
Te22 = J22M22(1s2¶r22 - Isilrs) = `]22M22(1s1Ir-8 - Ísllre) =›
1 
T1222 = -22M22(2II1l{Ís11r8}) = 2('22)M22(1sy Írxe - Isx Iry 
1 1 1 1 
Tese = J5oM5°(1z11»22 - xzzxrsl - JsoM5°(1z11z22 - 1z11r22) =›
1 
TGSO = -'50Ms°(2ÍIl1{Ís11r22}) = 2(50)M50(Ísy 1r×22 - Ísx Íryzz) 
Por analogia: 
. _ 




T838 = -38M38(2II11 {1s1 1r1°}) = 2(38)M38(1sy Irxio " Isx Iryio)
1 





Te28 = -25M26(2Im {Ís¡1r26}) = 2(26)M28(lsy lrxzs - lsx Iryze) 
nv 
Telâ = -14M14(2ÍI1l {1s1lr14}) = 2(14)M14(lsy lrx14 * Ísx Irylâ) 
General izando: 
Tel) = (2l))Mv(Isy lrxv(mOd In) _ lsx lryv(mOd m)), (IV.81) 
onde v=np é uma harmônica da primeira linha de Lsr. 
IV.6 Solução Para o Regime Dinâmico 
Para a solução do regime dinâmico, tal como a partida da maquina, o 
sistema de equações diferenciais pode ser resolvido através de um método 
numérico de integração. O sistema de equações será composto pelas equações de 
tensões e correntes apresentadas na Equação (IV. 14), pela equação mecanica 
utilizada para maquinas elétricas e pela expressão do conjugado 
eletromagnético mostrada na Equação (IV. 33). 
As derivadas das correntes elétricas para cada passo de integração são 
calculadas através da seguinte equação: 
d ls _ |Lss Hsr 
-I Os _ Rss ls ÉS |Lss Hsr rls 
ã'[1r] ' [mz url Mar] [ um] Lvl " J“'[ Er] Luz :LHE Lizn (N82) 
IV.7 Retorno ao Sistema Original . 
Resolvido o sistema de equações, as grandezas elétricas que constituem a 
solução devem ser convertidas para o sistema original de variaveis. Este 
retorno é feito através da multiplicação das matrizes inversas das 
transformações pelas grandezas elétricas encontradas no sistema a coeficientes 
constantes, da seguinte forma: 
-1 
[i:]o1z 
= [Ts Tr'1] e (IV'83) 
Lz _ 14'” az b - B-1 ir 012 (IV.84) 
0 mecanismo das operações de retorno ao sistema de variáveis originais 
pode ser mostrado através do Exemplo IV.2 como continuidade do Exemplo IV. 1.
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E×emp1‹› 1v.2z m=2s, p=2, g=1, r-=7, h=-1 e d=14. 
Correntes no sistema 012 ou de componentes simétricas: 
191 = 1z1e“¢ e 152 = 1z2e'*“¢ (Iv.es) 
12¢V
Í ir = Ir ej36¢, ir = Ir eJ24¢, lr = Ir el 8 6 13 18 2 2 
ir = ir , (IV.86) 14 14 
ir =1z e'“2¢, 1.» =x.~ e`52*¢ e 1» =1f e`*°'5¢ 26 23 10 10 22 22 
Em regime permanente: 
fiz-6 = 1/3/2 Ir; ej(w"t*22¢) + \/3/2 Ir; eflflwm'-5°¢) 
ir =»/âznf .z““*“°“°4” + »/zv-31€ e'1“'*“*'°8¢* 18 18 18 
1,2 = \/575 xr; .z1“*'"°'*`¢* + ¢zfi1r;z'”“*“*'2°¢* 
__ + J(usuc-14¢) 1 - -j(wuz-14¢) *hu - Vs/2 Ir” e + /3/2 Ir” e (IV.8.¡) 
= 2/5;; Re[Ir:¿ eflwm-“¢)] 
lr = \/3_/É Ir*+ e'Hw“"'26¢) + VÊ' Ir- e'J‹wm'_2¢) 26 as 26 
iz-1° '-f v/:Ê Irto 
eJ(um'-38¢) + \/tfi' Irío 
e-j(uM'“°¢)
\ 
.1. z./zz1z~" e““'""5°¢* + vz,-zh' E-1“^'““22¢* * 22 22 22
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- - - › 
1,1 = «sz is: e1“*“* + »/5zí1s¡‹z1“”"* 2” 
(IV.88) 
isa = \/faz Is; 
euwm'-28¢) + VÊÊ Is; eqwut 
Expressões das correntes do estator no sistema de variáveis originais: 
isa 1 i 1 o 
isb = 1/»/ã 1 se a is =› (1v.s9) 
isc 1 a a is2 
iss = i//§[iz1e1“¢ + is2s'1“¢] = 2/»/§Rz{iz1eJ“¢š, 
isb = 1/V§[¡81e1(i4¢+2n/3) + Isze-j‹i4¢+21z/3)] = 2/\¡§Re{1s1e_|‹14¢‹›2fr/3); e 
isc = 1/`,§[1s1e_1‹14¢›-21:/3) + 1528-1‹›i4¢-21:/3)] = 2/`¡§Re{1s1e_1‹14¢-21:/s›š' 
(IV. 90) 
Em regime permanente: 
isa = i/§[Re{Is: ejwutl' + Re{Is: e'J(wut°28¢)}]. 
+ _1‹wuv.¢21r/3) - -_|‹wuz-2s¢-21r/3) 91) isb = /§[Re{Is1 e } + Re{Is1 e }] e (IV. 
15€ = ¡§[2Re{¡S: e1‹wzzz-zzz/s›› ,I 2Re{¡'s: e-1‹uzzzz-zs¢+zn/s›}:|_ 
Expressões das correntes do rotor no sistema de variáveis originais: 
iri 1 1_1 1_2 i_3 1_26 i_2_, irc 
iz-z 1 b_2 b_4 b_8 b_s2 b_54 ifl 
:ÍPQ '= b b b ... b ‹` ira ' 
O ' ii- I. O' O. O. O. ll .'
' 
ires b'27 b'54 b'81 . .. b'7°2 b'729 ir” 012
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onde: irj, no lado esquerdo, é a corrente de um enrolamento de rotor, como 
definida na seção II.1 e que também é denotada por iraj e[irk]o12, é o 
vetor de correntes. no sistema de componentes simétricas, sendo nulas as 
correntes correspondentes às colunas nulas na matriz ILsr. 
Convém lembrar que a matriz ILsr=A£srB'1, após a sua definição na Seção 
III. 1-, passou a ser representada apenas pelas suas colunas não nulas à. partir 
da Expressão III.45. Portanto, no exemplo que se desenvolve, .somente irz, ira, 
irm, ir”, iz-18, irzz e irzs são diferentes de zero. 
Para certificação da afirmação anterior, as equações do rotor no sistema 

































' = d- + ER» + âímrr] Ê” . (1v.93) 





As equações correspondentes as linhas nulas da matriz ILsr" (ou colunas 
nulas de lLsr) não possuem termos em função das correntes do estator. Como a 
matriz resultante da operação Rrr + älrr é diagonal, as equações em análise 
passam a ter soluçõestriviais nulas, sendo reduzidas à. seguinte forma: 
[Rrk + äuk] ira = 0 (IV.94) 
Assim, as correntes calculadas em (IV. 92) podem ser expressas por: 
irl = 1/V 28(irz + ira + ir1o + iru + iria + irzz + ires) 
11-2 = 1/›/'2's"(b'21zz + b'°irâ + b`*°i.~1<› + b`“1r14 + 
b leiria + b azirzz + b zsirze) 
ira = 1//'2`s(b'*1rz + 1›'”1râ + b`2°1r1‹› + b'2°1r14 + 
b'°°1.~1s + b'“1rzz + tfszirzõ)
a 
« z 
irkfl = 1/›/ 2s(b'2*1rz + b'°"1rõ + b'*°"1rz‹› + b'“"1r14 + 
b'“““1r1z + b`22“1rzz + b'26“1rzõ) 
1r28 = 1/V 2a(b`5*1rz + b`*°21rõ + b`27°1r1o + b'°7°1r14 + 
bqssirie + b_594'ir22 + b_7°2ir26) 
(IV.95) 
Como as componentes simétricas obedecem as relações 
lrk = Í.r:_k 6 (IV.96) 
bn: = (b1‹n.~u))' É (IV'9.¡) 
1:-im = 1//"2s' (2Re‹b`2"1r2 + b'°"1r8 + b'*°"1r1o + 1zzb`“"1r“›) (Iv.es)
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Substituindo-se as correntes do sistema de componentes simétricas pelas 
suas expressões dadas em função das correntes do sistema a coeficientes 
constantes, tem-se: › 





= __§__Re[1r2e1(12¢-axu/m) + ¡|_6ej(3s¢-12m:/m) + 
'" »/28 
irwe-J(24¢+2okrr/m) + bue-jzaxn/m] _ (Iv. 100) 
Em regime permanente: 
(IV. 101) 
ir = 6/28 R I¡_+ ej(wuz-2¢-4m:/m) + Ir- e-j‹wzzz-2s¢‹4m/m› + :+1 2 2 
Irã eJ‹‹mc+22¢-12m/m) + IP; e-J‹wut-so¢+121‹1r/m) + 
+ z-se - - - z 1 + - - hm ejunu ¢› zoxzn/m) + Irm e _1‹wu + o¢+zo1‹n/m) + Ir” eJ‹wuz 14¢ zsm/m›} 
Como Ir: = Ir;:k e Re{z} = Re{z.}, tem-se: 
_ + J(wuz.-2¢-um/m) + j‹wm.-26¢-sem/m) irku - V6/28 Re{Ir2 e + Irze e + 
Ir; 
e_\(‹m‹.+z2¢-12m/m) + lia e1(‹mt-so¢-um/mi + 
+ - _ km ej‹wu'z ae¢-zoxn/nz) + nie ej‹wuz+1o¢ sem/uz) + 
Ira ej (was-14¢-zelar/m)} (IV_102)
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1rk§¡ = VB/28 (|1r;|¢¢s(wmt-2¢+ez-zkzl + |1r;|¢°s(wwt+22¢+eõ-sky) + 
|Irío|¢°s(wwr-3s¢+e1o-1okz) + |1r:4|¢os‹wmà-14¢+e14-14kz) + 
|Iría|¢°s(wmt+1o¢+e1a-iakz) + |1r;2|¢os‹wmr-so¢+ezz-zzkz) + 
|1r;8|cos(na-2s¢+ezõ-2skz)) à (1v.1o3)
P 
irkol = «B/28 2 |1r:|¢¢s(wwt-¢1+e1-lkz), (1v.1o4) 
l=1 
onde: 1 = 1(k) que é o índice das colunas não nulas na ordem encontrada, 
¢1 = (Erl + d)¢, Erl é um elemento da diagonal de Er, 
61 é o ângulo de Irr, encontrado na solução das equações do sistema a 
coeficientes constantes e 7=2n/m. 
IV.8 Conclusões 
O desenvolvimento do modelo da máquina trifásica foi mostrado nos 
Capítulos II, III e IV. O sistema de equações final apresenta ordem reduzida e 
matrizes com todos os elementos invariantes no tempo. A determinação das 
correntes no sistema de variáveis a coeficientes constantes, para regime 
permanente e regime transitório representa a solução do modelo. Esta solução, 
que foi aqui apresentada, pode ser calculada nos outros dois sistemas, o de 
componentes simétricas e o de variaveis originais, utilizando-se as 
transformações de variáveis. Para calcular as correntes das barras do rotor 
basta utilizar a equação matricial (II.5) e o calculo dos conjugados parasitas 
pode também ser obtido diretamente em função das correntes. A partir desta 
modelagem realizar-se-a, nos dois próximos capitulos, o desenvolvimento dos 
modelos das maquina monofásica e trifásica de gaiola duplaf
cAP|'TuLo v 
MÃou|NA MoNoFA's|cA 
0 motor monofásico tradicional possui dois enrolamentos no estator 
posicionados com um deslocamento de 903 elétricos entre si, sendo um deles 
usado apenas na partida da maquina. Esse enrolamento é ligado em série com um 
capacitor para proporcionar a defasagem necessária na corrente que produz o 
campo girante resultante de partida. O enrolamento de partida e o capacitor 
são desligados após a máquina atingir velocidade próxima de regime permanente, 
ficando o funcionamento apenas por conta do outro enrolamento.
4 
A máquina pode ser modelada de forma análoga ã maquina trifãsica, ficando 
o sistema de equações escrito, nas variáveis originais, da seguinte forma: 
onde: 
Rsa é a resistência do enrolamento auxiliar do`estator, 
O LSB. [fara] 
vsp Rsp O isp Lsp 0 [£zrp] 
vsa O Rsa isa 
0 = 0 0 iri + d_ 




lI`2 dt Ífrspl Ífrsal 
[ 
Írr] 




Rsp é a resistência do enrolamento principal do estator, 
Lsp é a indutància própria do enrolamento principal, 
Lsa é a indutancia própria do enrolamento auxiliar, 
isp 
isa vc 




flkrp é a matriz de indutâncias mútuas entre o enrolamento principal do 
estator e os enrolamentos do rotor, 
lkra é a matriz de indutàncias mútuas entre o enrolamento auxiliar do 
estator e os enrolamentos do rotor . . 
Rrr e íkr são as matrizes de resistências e indutancias do rotor. (São 
as mesmas matrizes Ja mostradas nas equações (II.59) e (II.80) para a 
maquina trifásica). 
vsp = V§'Vp cos umt é a tensão aplicada ao enrolamento principal, 




isp e isa são as correntes dos enrolamentos principal e auxiliar do 
estator e 
irk, k = 1, 2, ..., m, é a corrente de um dos enrolamentos do rotor,




Lga = 2 Lam ) + lsda, uõ pn n=1 
n ímpar 
lsdp e lsda lmpedàncias de dispersão (de ranhura + zig-zag + cabeça de 
bobina) dos enrolamentos principal e auxiliar respectivamente,
G 
brp = 2 Lsrpn [cos np¢ cos n(p¢+p2n/m) ... cos n(p¢+p(w4)2n/m)], 
n=1, n impar 
(V.4)
Q 
Zkra = 2 Lsran [cos n(p¢+n/2) cos n(p¢+p2n/m+n/2) 
n=1, n ímpar 
.. cos n(p¢+p‹wú›2n/m+n/2)1. 
(V.5) 
frsp = fsrpt 8 frsa = Íšrat, (V.6) 
Lsrpn = 4 “° 1 É :P 
Kwpn sen nã", (V.7) 
nõ n p 
Lsran = 4 p° 1 É Za 
Kwa" sen nã", (V.8) 
nõ n p 
wp o número de espiras do enrolamento principal, 
wa o número de espiras do enrolamento auxiliar, 
kwpn o fator de enrolamento do enrolamento principal e 
kwan o fator de enrolamento do enrolamento auxiliar. 
As expressões para o cálculo das indutàncias Lsrpn e lsran, mostradas 
acima, Já foram apresentadas para a máquina trifásica onde foram calculadas 
para cada enrolamento individual. ~ 
Como no estator, os enrolamentos auxiliar e principal são colocados a 909 
elétricos não ha indutância mútua entre eles.
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V.i Estudo do Regime Perunnente 
Em regime permanente só o enrolamento principal do estator está 
energizado, ficando o sistema de equações com o seguinte aspecto: 
vsp _ Rsp isp d_ Lsp ífsrp isp 
[0] ' [ 1‹zr][¿z :I *dt [smp 2» Hu] (V'9) 
Como foi feito para a modelagem da máquina trifasica, uma transformação 
de componentes simétricas é aplicada ao sistema de equações nas variaveis 
originais com o objetivo de diagonalizar as matrizes Rrr e Zn- e simplificar 
as matrizes Zzrp e Zrsp. Neste caso, só é necessario aplicar a transformação 
nas variaveis do rotor porque o estator é monofásico e só possui uma equação. 
A transformação de variaveis é aplicada aos vetores de tensão e correntes 
através da matriz [1 B] , sendo B a mesma matriz m×m utilizada no 
capitulo III 





[0] [ B][o] ‹v.10› 012 
e [isp] =[1 Bmsp] ‹v.11› r 012 r 
A Equação (V.9) é substituída no lado direito da Equação (V. 10) e o vetor 
de correntes nas variaveis originais na nova expressão é substituido por 
1 -1 isp , resultando em: B ir 012 
vsp = Rsp _ isp d Lsp 25:-pB'1 isp [0] [ ' B¶.rrB1][1r] +dÍ{B2rsp Bfrrfl-1 lr ' (V'12) 
vsp = p. isp d Lsp £srpB_1 isp 
[ O ] Rrr] [ir ] +dÍ`.-[flfrap lrr ir 
-' (v'13) 









cujo desenvolvimento é mostrado a seguir: 
23rpB 1 = 




=› £srpB-1 = E ~e1nw z1[b|.np buzzp-1› buzz»-2) bxzmp-‹zz-1››] + 
1 K O n= : 
n ímpar 
m-1 e-fim¢ 2 [b-knp b-khmoi) b-k(np+2) ..' b-k(np+(m-i))]} 
k=O 
(V. 16) 
A expressão (V. 16) pode ser simplificada escrevendo-a em função de um 
somatório de - eo a + mz 
lsrp = Íkrpfl-1= 
m m-1
\ 
2 Lsrãn ejnp¢ E íbknp bk(np-1) bk(np-2) __. bk(np-(m-i))] 




As expressões E bk("p'U são iguais a. m ou a zero, dependendo apenas se 
¡=o 
o valor de np-1 é múltiplo de m ou não. Quando np-1 é múltiplo de m, bnp-I é 
igual a 1 e 
m-1 
2 b'““'”'“ = zu. (v.18) 
k=o 
A situação aqui é semelhante ã formação da matriz de mútuas na máquina 
trifãsica. Cada valor de 1 corresponde a uma colxma da matriz ILsrp que contém 
apenas um elemento da forma:
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m m-1 
2 I%;.% e1“'*¢ 2 b'““*°'“. (v.1s) n=-Q k=O 
Por isso, uma vez fixados m e p para uma determinada maquina, existirá 
uma componente não nula, correspondente a harmônica n, somente na coluna 1 
onde, np-1 é múltiplo de m. 
Da mesma forma que na maquina trifásica, variando-se n preenche-se um 
número r de colunas não nulas da matriz, somando-se os termos das harmónicas 
seguintes aos termos já posicionados. Com isso, cada elemento, ou coluna não 
nula, da matriz será igual a um somatório de componentes harmônicas exclusivas 
(cada ordem harmônica só ocorre em um dos elementos). Assim, como na maquina 
trifásica, pode-se representar em cada elemento não nulo da matriz, apenas uma 
componente harmônica, ficando o elemento calculado pelas expressões: 
ig-Lsrpn e”m¢ ou ië-Lsrpv e”m¢. (V.20) 
Para máquina monofasica, os elemento da matriz lzrp devem ser indicados 
pela variação de n na Equação (V.l7), simultaneamente, no sentido positivo e 
no sentido negativo, para corresponder à expressao original (V.14). Com isso, 
para cada harmônica n, em (V.17), obtém-se dois elementos não nulos, 
correspondente a um termo com n positivo (sequência positiva) e a um termo com 
n negativo (sequência negativa), que na verdade são contribuições da mesma 
harmônica. Nesse caso, as ordens das colunas onde ficam localizados estas duas 
contribuições guardam a seguinte relação: 
1+1' = m. 
Demonstra-se: 
Seja uma maquina com m barras e p pares de pólos: 
Seja n a sequência positiva da harmônica que ocorre na coluna 1 e g, o 
menor inteiro que satisfaz a relação np-1=gm. 
Seja n'=-n a sequência negativa da mesma harmônica à 
Existe g' e 1' t.q. n'p-1'=g'm. 
Então, n'p-1'=-np-1' à n'p-1'=-gm-1-1'=g'm à 1+1'=-(g+g')m. 
Como 1 e 1' são inteiros “não negativos" e menores que m à 
g+g' só pode ser igual a -1. Então g'=g+1 por isso 1+1'=m.
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Pode-se também demonstrar, como Ja foi feito para a máquina trifasica, 
que o número de colunas não nulas é: 
z~=§“5. 
Como a matriz Lsrp só possui uma linha, os elementos correspondentes às 
harmônicas n=i, 3, 5, 7, ... e seus simétricos, pertencem todos a mesma linha. 
Eles são distribuidos pelas colunas que variam de 2p em 2p, enquanto n varia 
de 2 em 2, satisfazendo a expressão np-1=gm.
' 
Cada n corresponde a uma componente positiva (n) e uma negativa (-n) que 
estão posicionadas nas colunas 1 e 1' de modo que: np-1=gm, para n positivo e 
l'=m-1, para o simétrico de n. 
Como a harmônica n, nas expressões, aparece quase sempre acompanhada do 
número de par de polos p, pode-se usar, novamente, a variavel v=np para 
indicar a ordem da harmônica. 
d
7 
Novamente, a coluna 1=p pode ser usada como ponto de partida para 
determinar as outras colunas e suas -harmônicas. Isto é, na coluna 1=p a 
relação np-1=gm é satisfeita para n=1 e g=0. Ou seja, a sequência positiva da 
harmônica n=1 estara presente na coluna 1=p e a sequência negativa, ou ns-1, 
estará presente na coluna 1'=m-p. As demais colunas são determinadas 
somando-se 2p (ou subtraindo-se) seguidamente as ordens das colunas Ja 
determinadas e quando 1 ultrapassa m-1 (ou quando 1 fica negativo) subtrai-se 
(ou soma-se) m. 
Exemplo V.1: ' 
Máquina com número de barras m = 8 e número de par de pólos p = 2. 
8 , r = šg = ššã = 2 para g = 1 à r é um numero par. 
v=+2para1=2 
Harmônica fundamental n=:1 à 
{ v=_2para1,=m_1à1,=8_2=6 
Somando-se 2p=4 a 1=2, tem-se 1=6. Coluna Ja identificada. 
Somando-se 2p a 1=6, tem-se 1=10 que ultrapassa m-1=7. Subtrai-se, então, 
m=8 de .L dando 1=2, retornando em ordem de coluna Ja identificada. Isto 
mostra que não há condições de identificar mais colunas pela adição de 2p nas 
ordens de colunas identificadas. 
Por outro lado, subtraindo-se 2p=4 de 1=p=2, tem-se 1=-2 que é negativo e 
não representa ordem de coluna. Então, soma-se m=8, dando 1=6 que também é
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ordem de coluna Ja identificada. . 
Desta forma, as únicas colunas não nulas na matriz Lsrp são l=2 e 1=6. 
Por simples verificação, faz-se n=t3: 
=+6para1=2+4=8 
35 harmônica n=t3 à {:=_6paral,=6_2pà1,=6_4=2 
Como só as colunas 2 e 8 possuem elementos não nulos, só a fundamental 
pode ser representada. 
Assim: 
1 2 
n +1 - 
v +2 - 
Nr-OJ 
Exemplo V.2: 
Máquina com número de barras m=28 e número de par de pólos p=2. 
r=§ÍÊ§-=7 e g=1 â r é um número impar. 2x2 
Por soma de 2p a 1=p=2, identifica-se as colunas não nulas 1=2, 6, 10, 
14, 18, 22, 26, ... 
Quando ultrapassar m-1=27, subtrai-se m=28, obtendo-se 1=26+4-28=2 e 
retornando-se a ordem da primeira coluna identificada. 
As harmónicas e as colunas, nesse caso, serão: Colunas: 2, 6, 10, 14, 
18, 22, 26, ... 
Harmõnicas: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, ... Por subtração de 2p a 
1=p=2, obtém-se 1 negativo. Soma-se m, encontrando-se 1=(2-4)+28=26 que é uma 
coluna já identificada. 
Prosseguindo, subtraindo-se 2p=4, tem-se todas as demais colunas já 
obtidas por soma de 2p. 
As harmônicas e as colunas, nesse caso, serão: 
Colunas: 2, 26, 22, 18, 14, 10, 6, 2, . 
Harmõnicas: 1, -1, -3, -5, -7, -9, -11, -13, ... 
Tomando-se as componentes positivas e negativas de cada harmônica a 
partir de n=1, até preencher as posições não nulas da matriz, tem-se: 
Colunas 1 14 18 22 26 10 14 
harmônica n -7 -5 -3 -1 5 7 
v=np 
' 




Neste caso, as componentes da harmônica n=7 ocorrem em uma mesma coluna, 
caracterizando uma problema nesta forma de representação. É fácil perceber que 
na máquina monofásica, toda vez que o número de colunas não nulas na matriz 
lsrp for impar, uma das harmônicas tera as duas sequências posicionadas na 
mesma. coluna. Como não é possivel considerar as duas sequências na. mesma 
posição e, ao considerar~se apenas uma, o sistema ficaria assimétrico, opta-se 
por desprezar esta harmônica, zerando-se seu elemento de indutãncia na matriz. 
Exemplo V.3 ' 
Maquina com número de barras m = 24 e número de par de pólos p = 2. 
r = šššê = 6 e g = 1 à r é um número par. 
1 10 14 
n 5 7 , obtidos por somas de 2p e 
v 10 14 
h›-hJ 03030) 
1 14 18 22 
n -5 -3 -1 , obtidos por subtrações de 2p. 
v -10 -6 -2 
Reorganizando: 
1 14 18 22 2 6 10 
v -10 -6 -2 2 6 10 
É óbvio que no caso de r par não há ocorrência de duas sequências de uma 
mesma harmônica em uma mesma posição da matriz de mútuas. 
Em todos os casos, ou as ordens das colunas são iguais às ordens das 
harmônicas v=np, ou são iguais a nptgm. No caso em que são iguais a v, elas 
também podem ser colocadas na forma nptgm, para g=0. Desta forma, 1=nptgm, ou 
seja, 1 é o resto da divisão de np por m, ou melhor, 1=np(mod m). 
Coluas e elementos extremos: 
Considerando-se a lei de formação, o elemento mais a direita na matriz 
corresponderá a uma harmônica de ordem va=p+a2p e o elemento mais a esquerda 
corresponderá a uma harmônica de ordem ve=p-b2p, de tal forma que a+b+1 = r. 
Se r é par à a=b-1 e 
{ âiätâšg 
â 2a=r-2 â a=£šÊ e b=š
à ve = p-b2p = p-ëgí = p(1-r), 
p+2p(r-2) va = p+a2p = --ã---= p(r-1). 
1° = p(1-r)(Mod m) e 
la = p(r-1)(Mod m) 
a-b=0 r-1 r-1 Se r é impar = a=b â à a=-ã- e b=-ã- 
{ a+b+1=r 
2p(r-1) à ve = p-b2p = p---ã-- = p(2-r), 
2p(r-1) vd = P+a2P = P+--§-- = PP. 
le = p(2-r)(Mod m) e 
ld = pr(Mod m). 
Com a determinação das colunas extremas e suas harmónicas, todas as 
colunas da matriz ficam mais claramente identificadas por: 










1 e {o(1-r)(Mod m), p(3-r)(Mod m), p(5-r)(Mod m), . , -3p(Mod m), -p(Mod m), 
p(Mod m), 3p(Mod m), ... , (r-5)p(Mod m), (r-3)p(Mod m). (r-1)p(Mod m) 
Para r impar: « 
1 G {p(2-r)(Mod m), p(4-r)(Mod m), p(6-r)(Mod m), . , -3p(Mod m), -p(Mod m), 
p(Mod m), 3p(Mod m). ... , (r-4)p(Mod m), (r-2)p(Mod m). Pr(Mod m)}
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Os elementos da matriz lsrp = 2krB't também são facilmente identificados: 


































































Máquina com m = 8 e p = 2 à r = 2 e g = 1. 
Apenas dois elementos e duas colunas: 
ve = p(1-r) = 2(1-2) = -2 e va = p(r-1) = 2(2-1) = 2 â 
1° = p(1-r)(Mod m) = -2(Mod 8) = 6 à o elemento é -g-Lsrp_2ed2¢ e 
la = p(r-1)(Mod m) = 2(Mod 8) = 2 â o elemento é -Ê-Lsrp2ej2¢. 
Exemplo V.5: 
Máquina com m = 28 e p = 2 â r = 7 e g = 1. 
Primeiro elemento e primeira coluna: 
ve = p(2-r) = 2(2-7) = -10 à le = -10(Mod 28) = 18 e 
Ud = pr = 2(7) = 14 = ld = l4(Mod 28) = 14. 
Para determinar as demais colunas, soma-se 2p a le, seguidamente, até 1d 
ser atingido. Caso ultrapasse m-1=27, subtrai-se m=28, resultando o processo 
em: 18, 22, 26, 2, 6, 10, 14. 
As harmönicas correspondentes são: -10, -6, -2, 2, 8, 10, 14 e o 
elemento da coluna 14 (ordem de harmônica 14) será zerado porque só é possivel 
representar uma das sequências. 
Exemplo V.6: 
Máquina com m = 44 e p = 4 à r = 11 e g = 2 à 
ve = 4(2-11) = -36 à le = -36(Mod 44) = 8 e 
vd = 4(11) = 44 â ld = 44(Mod 44) = 0. 
Colunas: 8, 16, 24, 32, 40, 4, 12, 20, 28, 36,' 0 . 
Harmônicasz -36, -28, -20, -12, -4, 4, 12, 20, 28, 36, 44 
O elemento da coluna 0 será zerado. 








ILrsp = Bfrsp = Bíflsz-pt = B 2 Lsrpn cos n(p¢+p-'ur/m) à (V.31) 
n=1 . 




00 2n -2n 





"']l'lP¢} =› 32) 
n=1 Í f 
Í 
. . “ mp” bm-1›zzp b-‹m-unp 
n=- I 
I 1 . - . _ 
ou b_np 
ILrsp = B E g . e-Jnp¢ à (V. 33) 
ao 
n ímpar b-np(m-1) 
lrsp- 2 Te HI . n=-ou k=0 . 
b-knp 
m n_1 b-k(np-1) 
" Lsrpn -jnp¢ 2 . = lsrpt' ` (V. 34) 
n impar b-k(np-(m-1)) 
A expressão de Lsrpn em (V.7), quando usada nas expressões (V. 17) e 
(V.34). não deve levar em conta a mudança de sinal de v, ou de n, nos 
somatórios porque ela foi definida para a harmônica n e não para as parcelas 
de sequências positivas e de sequências negativas de n. 0 somatório de -eo a +‹×› 
é um artificio de simplificação na representação da matriz IL=z~p. 
Para garantir, pode-se representar Lsrpn por: 
Lsrpn = ~_ Kwp |n|senJ_2lE (V. 35) nô n p FSM Kc m ~ 
Da mesma forma que na máquina trifásica, o sistema ficará. reduzido
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através da eliminação das equações que possuam soluções triviais nulas que são 
aquelas com indutãncias mútuas nulas entre estator e rotor. 0 sistema ficara 
representado por r+1 equações e quando -r for ímpar, 'um dos elementos da matriz 
de indutancias mútuas será., forçadamente, zerado. É claro que esta equação 
também terá. solução trivial nula, reduzindo a ordem do sistema para r. 
0 sistema de nequações do motor monofásico expresso em variaveis de 
componentes simétricas e só com o enrolamento principal energizado pode ser 
escrito da seguinte forma: 
vsp _ Rsp isp d Lsp lLsrp isp 
[0] _ [ |Rrr]{Í¿r 1 +dÍ`. lrsp ÍLrr_ ir '› (v'36) 
ou mais explicitamente: 
vsp VRsp 
V 
lsp lsrpi lsrpz . . . lsrpr isp 
` Í 













O Rrum lsrpr Lr1‹x› irz- 
onde: Rrl‹k)=2ra+C1(k›rb, paravk = 1, 2, ..., r 
Lr =21a+C1‹k›1b+mI.r, 
l(k) 
Lr°=21a para 1‹|‹)=o 
s/_ 
e lsrpuk) = %- Lsrpv ew¢. (V.38) 




Para demonstrar que algumas* das equações possuem soluções nulas, é só 
lembrar que a matriz ls:-p só tem r colunas não nulas e por isso,- Iirap só tera 




o = Rnúfk + Ê? Lz-mk.
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Se iz-k(0) = 0, a solução para estas equações será. iz-k(t) = 0. 
V.2 Siste a Coeficientes Constantes. 
Como os elementos da matriz lLsrp e da matriz !Lr=p são funções variantes 
no tempo, uma nova transformação será. usada para se ol›ter um sistema com 
matrizes de coeficientes constantes. O processo é semelhante ao que foi 
empregado na máquina trifásica e a transformação proposta só deverá. modificar 
as variaveis do rotor. Assim, a transformação de variaveis fica definida pela 
multiplicação da matriz [1 Tr] .nos vetores de tensões e correntes do sistema- 
de componentes simétricas, como mostrado a seguir: 
[“ã'”] =[`1~z~][”ã*°] ~ W 
_ .. 
[ip] TrHíÍp]., 
_ (VAO) _ 
onde .a matriz Tr apresenta a seguinte estrutura: 
Para I' par, 
Tr = diag[eJpu_r)¢ ejp(3'r)¢ . .. e-JW eJp¢ e]3p¢ .. . eJp(r_1)¢] (V.41) 
e para r impar, 
Tr = d1ag[e1z›‹2-r›¢ em*-r›¢ e-n›¢ em» e1=p¢ e1p‹2-r›¢ eJpr¢]_ 
(V.42) 
As tensões do rotor são nulas no sistema original, no sistema de 
componentes simétricas e também no novo sistema: . . 
'[w1 = B[oz~] = BIO] = [0] 
' 
(V.43) 
e [úr] = Trlvrl = [0] (V.44)
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A aplicação da transformação no sistema de equações é feita pela 
multiplicação de [1 TP] à. esquerda da Equação (V.38) ou de (V.37) e, pela 
substituição do vetor de correntes pela relação de transformação inversa: 
[fp] 
z [1 Tr-1][§fP] . ‹v.4s› 
O sistema ficará. com o seguinte aspecto:
_ 
[”ã'”]= [1 fr] F” «J [1 ff-11 [ífp] * F fflãfífffp äfI'°H* fz~-:}{3f*°}~ 
' (V.46) 
As operações envolvidas na Equação (V. 46) não apresentam novidades em 
relação as que foram executadas no Capítulo IV para a máquina trifásica, 
permitindo que o sistema de equações fique representado da seguinte forma: 
vsp _ Rsp isp + 0 
~ a/dVf.(Il.zz~pTr'12 isp + o ` mn ir T:-¢×¢z(u.rzp) 'rz1Lm:×dz(Tr-') 1» 
' Lsp |LsrpTr isp 
[Tflrsp lrr ]d/dt [ir 1 
(V.47) 
A matriz ILsrp será. representada como lLsz~p = Ms:-pTr, onde: 
para r par. 
~š¬ Mzrp = i[Lsrp“_|_)p Lsrp(3_r) . . . Lsrp_p Lsrpp Lsrp(r_3)p Lsrp(r_1)p 
' 
‹v.4s› 
e para r ímpar, 
V" 
Msrp = %{I.srp(2_r)P Lsrp“_r) . . . I..srp_p Lsrpp . . . Lsrp(r_2)p Lsrprp] 
' (V. 49) 
O sistema de equações resultante, após a substituição de ILS:-p por HsrpTr 
eefetuadas as operações pendentes na Equação (V.47), fica representado por:
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vsp _ Rsp isp + 0 t 0 ísp + Lsp Hsrpu |'ísp'| o ` IR" if -Juú-:z-nzrp -Jwmzz ar ufzp IL" jdt|_1r J' 
(v.so) 
onde a operações efetuadas de (V. 47) para (V.50) podem ser justifícadas da 
seguinte forma: 
( 1) lsrpTI`_1 
mszp = nzfp Tv s u.s»pT1~'* = usrprrrz-'I = uzzp (v.s1) 
(2) TI'|Lrsp 
tl to tá 
|Lrsp = |Lsrp =› Tl'¶.rsp = Trlsrp = TI`(HsrpT¡') à 
Trmzzp = Tr Tr~'*›|=rp“ = nzrp“ = ufzp - (v.52) 
(3) âírz-`* = -JwEz~Tz~`* (v.53) 
sendo: 
para r par, Er = d1ag[p(1-r)A p(3-r) -p p 3p p(r-3) p(r-1)] 
_ (V.54) 




d -1 (4) cíusrp TP ) 
¡LzrpTr-`* = xzfp s ‹1/‹1t(mLs.~pTz~`*) = ú/dt uzfp = o, (v.5s) 
onde a derivada é zero porque Hsrp só tem elementos ínvariantes no tempo. 
Í 5 ) Träí-(Lrsp) 
tfl tfl tl 
ILz~=p = ILsz~p = (Ns:-pTr) =› Tra/ac.(fl_z~zp) = Tra/‹:¢.(Hsz~pTr) =› 
Tm/¢z(u.rzp) = Tr-¢×¢z(Tr`*uzfp') =› n~(-JwErTr~`*)uz.~p' =› 
Tr.:/Àzâz(rLzzzp) = -Jw£z~uzzp“ = -Jwurzp (v. 57)
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Solução do sistema de equações: 
A tensão aplicada aos terminais do estator é uma onda senoidal que pode 
ser escrita como a soma de dois fasores girantes de sequências simétricas, da 
seguinte forma: 
vsp = V§'VpCos wmt = fã Vp{eJ"“t+ e'1“n}. - (V.58) 
Além disso, as transformações de variaveis foram aplicadas somente nas 
variaveis do rotor, ou seja: 
usp = usp = vsp (V.59) 
e isp = isp = isp. (V.60) 
Assim, úsp =vsp = iš Vp{eJ"ut+ e_j“n} é a tensão aplicada em (V.50). 
Cada parcela da tensão vsp pode ser aplicada separadamente na Equação 
(V.50). Considerando-se somente a sequência positiva vsp+ = ig Vpehflm, 
ter-se-ã a seguinte solução: 
isp+ = Isp+eJ“n (V.61) 
e [131 = [1z-*1e”'““, (v.62) 
onde: Isp+ é o fasor de corrente do estator e 
[Ir+] é o vetor de fasores de correntes do rotor. 
Este resultado, apresentado nas Equações (V.61) e (V.62), pode ser 
verificado através de uma análise sobre o sistema de equações na forma 
apresentada em (V.50). Além disso, ele pode ser justificado por uma comparação 
com a interpretação fisica feita para os resultados obtidos no estudo da 
máquina trifásica. Percebe-se, facilmente, que na máquina trifásica havia uma 
interação, nas equações, entre as componentes de sequências positiva e 
negativa das correntes do estator. Enquanto na máquina monofásica as 
~‹componentes de sequência não interagem entre si.
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/É p _ Rsp Isp+ _ 0 _0 Isp Lsp Hsrp Isp+ -K |Rrr][ 11,] Ju EI`HrspEI¶.rr II'+ +Jwu Hrsp lrr I!'+ 
(V.63) 
- \/É -Jum. Para aplicação da tensão de sequência negativa, vsp =›--ã Vpe , as 
correntes terão expressões análogas às de sequência' positiva, mostradas em 
(V.B1) e (V. 62), ficando o sistema de equações com o seguinte aspecto: 
É Vp _ Rsp Isp: _ O O Isp: _ J Lsp Hsrp Isp: 2 o ' R» Ir 5"' 1-:z-nz¬zp mz» Ir “”“ nzzp um Ir ' 
(V.64) 
onde: isp_ = Isp'e_'“""' e (V.85) 
um = (n~'1e'1"“” ‹v.ôs›
\ 
Como o sistema é linear, a aplicação da tensão vsp = /§Vpcoswut, 
resultará em correntes iguais as somas das respectivas correntes de sequência 
positiva e negativa, mostradas em (V.81). (V.62), (V.85) e (V.66), então: 
isp = isp+ + isp_ = Isp+eJ'm' + Isp'-e`J""t' (V.67) 
e if = af* + if =~1z~" em' + 11-' e`”““. (v.s8) K R K K E 
Para resolver os sistemas (V. 63) e (V. 64), as correntes são colocadas em 
evidência e as matrizes são adicionadas. A soma delas, em cada caso, é 
invertida e multiplicada pelo vetor de tensões correspondente, resultando nas 
seguintes equaçoes: V 
Sequência positiva: 
-1 
Isp _ Rsp+JusuLsp Jus Hs:-p 1 V] - 
[ IPÇ] 
_ 
[J(ll9uÍ1]'wEI`)Hrsp ÍRrr+,j(l:u_[1]-w.El")|Lrr} 0,069) 
Sequènc i a negativa: 
-1 
1sp_ = Rsp-¿zzzu,1_sp -Jwzmzrp 1 [vp] (V 70) IP -J(lBu[1]*wEI`)Hrsp |Rrr-J(wuÍ1]*'U9EI`)|Lrr vã LO]
'
118 
A matriz de sequéncia positiva é detalhada: 
- /_ V V Rsp + JwuLsp Junu-%I..srpuU Ju›ui;Lsrpu2) . . . Jwu-52I..srpLu_) 1 
VI! jw1‹1›z Pp1.‹1› J“'1‹1›I'1‹1›+R1‹1› 





1(k) = 1.(k)(Mod m) e (V.72) 
Lsrp v=Lsrpv 
sendo: para r par, 
¡.(x) e {p(1-r), p(3-r), . , -p, p, 3p, , p(r-3), p(r-1)} (V.73) 
e para r impar, 
L(k) 6 {p(2-r), p(4-r), . . , -p, p, 3p, , p(r-2). pr}. (V.74) 
. A corrente isp é a mesma corrente do sistema original, sendo, portanto, 
uma corrente real. Além disso, na Equação (V.67), ficou mostrado que isp só é 
formada por componentes de frequência fundamental. Dessa forma: 
isp = isp = Isp cos(wut + Os) (V.75) 
e, como função das soluções de sequência positiva e negativa, ela pode ser 
representada por: 
isp = Isp+eJwt+ Isp_e_Jwt'. 
Pela igualdade das Equações (V.75) e (V. 76), tem-se: 
_ +Í 
Isp = Isp . (V.76) 
_ Ú 
Substituindo-se Isp por Isp+ em (V.87). tem-se:
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isp = 2Re{Isp+eJ“n} = 2|Isp+|cos(uwt + 9s+), (V.77)
.
I ficando lser = všg = Vã1Isp+|. (V.78) 
As correntes iruk) podem ser transformadas para o sistema original pela 
aplicação das transformações inversas, como mostrado a seguir: . 
[ul = B`*Tz~'*l1r1 (v.79) 
Antes de efetuar o calculo de Tr'1[ir], é bom lembrar que as correntes no 
sistema de componentes simétricas mantêm, entre si, uma relação de conjugados, 
da forma mostrada abaixo: 
Se r é par:
l 
ir ir p(1-r)(Hod In) p(r-1)(I{od In)
I 
i = i ' rp(3-r)(Hod m) rp(r-3)(Hod m) 
. . (V.80)
i 
1 = . r-p(!4od m) ' irpfllod m) 
Se r é ímpar:
Í 
Í = 'p‹2-z~›u‹°ú z) i'p‹r-z›‹n°ú z› '
I 
1 = 'p‹4-z~›‹›‹z›ú zn i'p‹|~-4›‹›‹‹›ú no ' 
: É ‹v.e1› 
Ú' 
Í = r-p(I(od m) irpfliod m) ' 
i = . e rpr 
( Mod m) O 
Os índices das correntes correspondem às ordens das colunas de !brp que 
interagem com elas. A soma dos indices das correntes que mantem a relação de 
conjugado é igual a m. Como observado nos Exemplos (V.5) e (V.6), os tais 
índices são as ordens das colunas onde estão posicionados os elementos de
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Hsrp calculados pela mesma harmônica, sendo um de cada sequência. Ou seja, são 
as ordens de colunas 1 e 1' tal que 1+1'=m. Quando r è impar, a corrente da 
coluna de ordem pr(Mod m) deveria ser conjugado dela mesma. Ou seja, deveria 
ser real. Porém, como a indutância da coluna correspondente é zerada, esta 
corrente também terá solução nula. 
Assim:
Ó 
irl(k) = 1rm_¡(k). (V.82) 
Esta relação de conjugados pode também ser demonstrada através de análise 
sobre a Equação (V.37), considerando-se que:
I 
Rruk›=Rrw4‹k) ' Lruk)=Lrw4(k› e 1srp1‹k› = lsrpm-uk›' 
Quando estas correntes são obtidas por Tr_I[1r], tem-se: 
para r par, 
Íir]=diag[e_Jp(1_r)¢ e_]p(3_r)¢ ... eJp¢ e-Jp¢ ... e-Jp(r'3) e-jp(r_1)¢][1r] 
(V.83) 
e para r impar, 
¡¿r¡=d1ag¡e-n›‹2-r›¢ e-:pu-=~›¢ en›¢ e-n›¢ e-mr-2› e-n›r¢¡¡¡r¡ 
(V.84) 
Como Irl(k) = Ir:(k)eJ"“t + Ir;(k)e'J"“t à (V.85) 
ht = Ir_+ ejwzzz-1.‹u›¢› + Ir- e-1‹›m+1.‹u›¢›_ (v_86) uz) luz) uk) 
Retornando-se às relações apresentadas em (V.80) e (V.81) com as 
correntes de componentes simétricas expressas na. forma. da. Equação (V.86), 
tem-se: 
para r par, 
+ 1‹z‹zzz-p‹1'-z~›¢› - -1‹wà+p‹1-r›¢› _ 
Irp(1-r)(Xod m)e + Irp(1-r)(Hod m)e '
o 
+ j(wut-p(r-1)¢) ' -J(wut+p(r-1)¢)
I {Irp(r-1)(Kod m)e + rp(r-1)(Hod m)e '
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IP+ ej(wut-p(3-r)¢) + Ir' e-J(wut.+p(3-r)¢) = p(3-r)(H0d m) p(3-r)(Kod m)
Í 
Ir_+ e_|‹wuL-p(r-3›¢› + Ir- e-1‹wuf.+p‹r-3›¢› , p(r-3)(Hod ln) p(r-3)(Hod ln) 
e assim sucessivamente, até 
Ir+ ej(wut.+p¢) + Ir' e-j(wut.-p¢) = "p(Hod m) -p(Hod m) 
Ir e + Ir' e . p(Hod m) p(Hod m)
I 
{ 
+ uwz-;›¢› - -5‹wz+p4››} 
(V.87) 
e para r ímpar, 
hj' ej(wut-p(2-r)¢) + Ir- e-J(wut+p(2-r)¢) :__ p(2-r)(Hod m) p(2-r)(Kod m) 
+Ir
I 
Ir* ej(wut.-p(r-2)¢) ' e-j(wut.+p(r-2)¢) p(r-2)(Hod m) p(r-2)(Hod na) ' 




'0' j(wut.-p(r-4)¢) " -j(wut+p(r-4)¢) P 3 e , p(r-4)(Hod m) p(r-4)(Hod n) 
e assim sucessivamente, até: 
Ir+ eJ("“up¢) + Ir- e_J(m'p¢) = “pfliod m) -p(Kod m)
n 
Ir+ eJ("“t'_p¢) + Ir- e-J(Wup¢) e 
p(l|od m) ` p(Hod m) 
+ _ 
Irprfllod m) 
_ Irprfllod m) _ O (v'88)
Das relações (V.87) e (V.88), retira-se o importante resultado, mostrado 
abaixo: 
para I' pal", 
_l 
I 
+ Ir rp‹1-r›‹›‹z›à uz) p‹.~-1›‹›‹‹×z zzz›' 





' rpm-a›‹›‹°ú nú' 
_ § 











_ rp(Hod ln), 
e para r ímpar, 
_., _. 
I I rp(2-r)(Hod m) rp(r-2)()-lod m)' 
_ .fi 
I I rp(2-r)(Hod m) Pp(r-2)(Hod ln), 
+ _Q 
I = I rp‹4-r›‹u‹›ó m› rpu-4›‹›‹‹›ó m›' 




Ir+ - Ir 
'
' 
-p‹n°a n) p‹n¢a m)' 
_ 43 





Ou seja, a solução do sistema de equações (V. 50) pode ser encontrada pela 
solução apenas da equação (V.63), em sequência positiva, sendo a solução total 
da corrente dada por: 
_ + Jau: +* -Jmn 
1'1‹u› Irxune J' Ir»-1‹k›e ' (V°91) 
onde 1(k) segue a enumeração das colunas não nulas da matriz lsrp apresentada 
na formação da matriz Lsrp, como proposto em (V.72), (V.73) e (V.74). 
No sistema de componentes simétricas: ' 
_ + J‹wuz-1.‹1‹›¢› +" -1‹w‹zà+1.‹u›¢› i'1‹x›" Irxune J' Ir»-1‹u›e ' (V'92) 
Para voltar ao sistema original as correntes de componentes simétricas 
[ir] devem ser multiplicadas por B_1. ' 
Como [¿r], no sistema original, possui m elementos, o vetor [ir] deve ser 
preenchido com zeros nas linhas não definidas nos sistemas de componentes 
simétricas e a coeficientes constantes. 
Assim: 
|` 
1:-J = 1//112 1zHk)b`“'““'“, para ¿= 1, 2, nz (v.93) 
k=1 
Se uk')=m-uk) à irl‹k) e ir¡(k,) são conjugados entre si e 
b-(y4)uk ) 
e b_‹J'1H(k ) também são conjugados entre si, resultando em: 
pq-s 
šjz» ir- = Ir-+ |cos(‹mt-1.u‹›¢+6+ -(1-1›1‹u›21r/nz). (V.94) 
1 F1 um um 
+ + onde. 6l(k) é o angulo de Irl(k). 
Com isso, o valor eficaz da corrente nos enrolamentos do rotor será: 
r 
1/2 i 




Te = Lzpt' às-25:-p Lr = Isp ;?¡-‹¡›(|LsrB)¿z~ =› (V. 96)
Í 
Te = isp' %(u.zzB) L» = asp %¿Lzr if à (-v.s7)
I 
Te = Isp. %(HsrpTr')ir = Isp Msrp ÉWTI' ir à (V.98) 
Te = Isp* Msrp(jEr)Tr ir = jisp* MsrpEr ir à (V.99) 
.
. 
Te = Jísp. MT ir = J{Isp+ej""" + Isp_e'j""t'} MT 
{ 
[Ir+]eJ"u" + [Ir'_le-J""t} =› 
. (V.100) 
,_ _ _.§ 
Te = ¿{Isp+'MT[Ir+] + Isp+*MI`[Ir~ le j3"“" + Isp M'I`[Ir+]eJ2""t + 
-I ._ 
Isp MT[Ir' 1}. 
(V.101) 
onde: 
Ná MT = , -10Lsrpw, -6Lsrp6, -2Lsrp2, 2I_sr'p2, 6Lsrp6, 10Lsrpm, 
(V.102) 
sendo que, para r ímpar, o último elemento da direita é nulo, de acordo com a 
Equação (V. 30). 
0 conjugado médio será.: 
+Ú .§ -Í .. Tea - J{Isp MT[Ir ] + Isp MT[Ir ]} à (V. 103) 
+1,/"` -aff _ m + m . Tea - J{Isp Tk§1L(k)LsrpL(k)Ir'l‹k)+ Isp Ík§1L(T<)LsrpL‹k)Irl(k)} 
(V.104)
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_ Q Como Ir~“k,) = Ir-tw) , para k' tal que: 1.‹1z')=-Lua, 1‹|‹'›=m-1‹x›, 
+ -Í 
Lsr'puk,) = Lsrpuk) e Isp = Isp =› 
_. “_ I` _ ¡ “_ P + ' Isp -rš-k§11.(k)Lsrpuk)Irl(H = -{Isp+ -g-k§1L(k)LsrpL(k)Ir*Hk)} =› 
/H +* r + + r +* Tea - J 2 Isp k§1L(k)LsrpL(k›Iruk› Isp k}=:1L(k)Lsrpuk)IrHk) =› (V. 105) 
_ 1 " Tea = -2nzz{1sp"' Mr [Ir-"1} = ¬/m 1z»(1‹z-.p" 2 L‹z›Lsz-pLm1r:m} (v.1oô) 
k=1 
Exemplo V. 7: 




1s| 22| 2s| 2| s| 1o|14¡ 
Hal-mônicasz |-1o| -s| -2| 2| s| 1o| 14| 
TX, = dias [e-11°¢ e-›6¢ e-12¢ e124› e18¢ e11‹›¢ e114¢ 1 
Ez- = aiagt-1o -6 -2 2 6 1o 141 
7 4 po 1 R wp Kwpn 2 [tRss]1×1 = Rsp, [ILss]1×x = Lsp = lsdp + 2 -"-TS- (-É ) 0u 
n=1 
lsdp + 4 po 1 R 
upa 2Kwp12+ 2Kwps2+ 2Kwp32+ 2Kwp12 
fr 8 198. 100 36 4 
IRn~ = d1ag[2r°a+3,24rb 2ra.+1,56rb 2ra+O,20rb 2ra.+0,20rb 2r'a+1,56r'b 
2r~a+3,241~b 2ra+4rb]
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Lrr = diag[2la+3,241b+Lr 21a+1,56lb+Lr 21a+0,201b+Lr 21a+O,201b+Lr 
21a+1,561b+Lr 2la+3,241b+LP 21a+4lb+Lr] 
Msrp = V28/2 [Lsrpqo Lsr¬p_6 Lsrp_2 Lsrpz Lsrps Lsrpm 0] , 
Hz-sp = Msrpt e 
_ 4 po 1 R wp Kwpn vn Lsrpv - 2 sen 28. 
1: 6 v FSM Kc
~ Sistema de Equaçoes: 
(1)/É/2Vp = (Rsp 2 JwuLsp)Ispi t _jwu/§§/2 Lsrp Ir: + Lsrp Ir: + Lsrp Ibi + 10 13 6 22 2 as 
Lsrpzlrš + Lsrpslrš' + I..sr'pmIr*f0+ 0} 
(2) 0 = J(10w.twu)V'7LsrpmIspt + {(2ra+3,24rb)+,j( 10wiwu)(21a+3,241b+Lr)}Ir fe 
(3) o = _¡(sw¢‹zzzz)fi1.sz-pe Ispi + {(2z~a+1,ssrb)+J( sw¢‹zzzz)(21a+1,ss1b+Lz-)}Iz~:2 
(4) o = J(2zz¢wz.)fi1.sz~p2 Ispi + {(2z-a+o,2oz.,~b)+¿( 2w¢‹»u)(21a+o,2o1b+Lr)}1r:8 
(5) 0 = J(-2wtwu)f7_I.srp2 Ispt + {(2r'a+0,20rb)+J( -2w.twu)(21a+0,201b+I.r°)}Ir: 
(6) o = J(-s‹mm)v'7Lsz~p8 Ispt + {(2z~a+1,ssz~b)+J( -sw¢wu)(21a+1,ss1b+u~›}1r: 
(7) 0 = Ji-1Owiunu)\fTLsx*p1°Ispt + {(2ra+3,24r~b)+_j(-iüwtwu)(21a+3,241b+I..r)}Ir fo 
(8) 0 = J(-14w:wzz)fi (0) 1sp,* + {(2z~a+4rb)+_1(-14‹zz¢wzz)(21a+41b+Lz~)}1r-Í4
U 
É fácil ver' agora que se Isp+=Isp , a soiução da equação (2) em 
sequência positiva será igual ao conjugado da solução da equação (7) em 
-I 
sequência negativa. Com isso a relação IPI8 = Irw pode ser visualizada de
1 
forma mais clara. A 
-I _! -I 
O mesmo pode ser dito e conferido para Ir+ =Ir . Ir+ =Ir , Ir+=Ir , 22 8 26 2 2 26 
+ _§ 4. ..Ú + -Q Ir =Ir e Ir =Ir , não esquecendo que Ir =Ir =0 8 22 10 18 14 14
/ 
Equação do conjugado médio: 












,j\/T1 sp {-10I.srp 
1 O1 
r 18-6Lsrp air 22-2Lsrp 21 r 28+2Lsrp zlr 2+8I..srp 81 r 6+10Lsrp wir 1 0} 
4' jwut +* -jwut. C I = + °m° 'mo Irlune Ir»-1‹|‹›e à 
. Ó + +Õ _ 
(11) Te = J»/71sp{-10Lsrp1°Ir18ej'""' - 1OI..srpwIrme 'Wu - 6Lsrp8Ir;2ej"t 
27 
+' -jwut. 4- jwut 'P' -jwut + jwut. - 6Lsrp6Ir6 e - 2Lsrp2Ir28e - 2Lsrp2Ir2 e + 2Lsrp2Ir2e 
+' -jwut 4' juut. +* *juut 4' Jvut 
A+ 2I..srp2Ir28e + 6Lsrp8Ir8e + 6L.srp8Ir22e + 10LsrpmIr¡oe 
+ 10Lsrp1°Ir:;e_J"ut} `=›
Q 
(12) Te = -fflsp {(-2OLsrpm|Ir:8|sen(umt+61a) - 12Lsrp8|Ir;2|sen(wut+9-zz)
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- 4Lsrp2|Ir;6|sen(wut+92e) + 4Lsrp2|Ir;|sen(wut+62) + 12Lsrp6|Ir;|sen(wut+6e) 
+ 20Lsrpw| Ir:o|sen(usut+61o)} 
Calculando agora pela Equação (V. 106), tem-se: 
+* + 
(13) Tea=-2Im{Isp MT [Ir ]} à 
Tea = -2Im{|Isp+|e_J9s V°7[-10Lsrp10 -8Lsrpe -2Lsrp2 2Lsrp2
t + + + + + + + 
6Lsrp8 10Lsrpm 0] [Iria Irzz Ir” Irz Ira Irw Iru] } 
=› 
(14) Tea = -2fi|Isp+| Inr{e_j6s|:-10I.srpwIr:8 - GI-SPPBÍPÊZ' 21-5¡`P2Í¡`;B `* 
+ + + 
2Lsrp2Ir2 + 6Lsrp8Ir8 + 10LsrpmIrm =›
i 
+ + + + + (15) Tea = -21/7|Isp |{-10I_.srp10|Ir18|sen(618 - Gs) - 6Lsrp8|Ir22|sen(622- 98) 
+ + + + + - 2Lsrp2|Ir;8|sen(628- 68) + 2Lsrp2|Ir2|sen(92 - Oz) + 6Lsrp8|Ir8|sen(98- 95) 
+ + + 10Lsrpw|Ir1°|sen(6w - 9=)} 
Substituindo-se, na expressão (12), isp por 2|Isp+|cos(wut + Gs), 
cos(wut + 9s)sen(usut + 9v_) por %{sen[2usut + Os + 91:] + sen[8v - 6s]} e 
lembrando, ainda, que para o calculo de conjugado médio, os termos periódicos 
devem ser anulados, tais como sen(wut + Gs + Ov). ter-se-á. por (12) a mesma 
expressão encontrada em (15).
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V.3 Interpretação Fisica das Transformações 
Os enrolamentos principais da máquina monofásica são ligados em série ou 
em paralelo, ficando reunidos em apenas um conjunto que é alimentado por uma 
tensão senoidal. Os condutores desses enrolamentos são distribuídos no 
estator, ficando suas bobinas dispostas de forma concèntrica. Suas bobinas 
podem ser ainda divididas em grupos para possibilitar o arranjo da formação 
dos pólos e para permitir alternativas de alimentação por mais de um nivel de 
tensão. Dessa forma, para cada par de pólos formado, somente um campo 
pulsante é estabelecido no entreferro da máquina, sendo impossivel a formação 
de um campo girante resultante. Por este motivo é que se utiliza um 
dispositivo auxiliar para partida, como o enrolamento auxiliar com capacitor 
de partida da máquina monofásica considerada neste trabalho. 
Da mesma forma que na máquina trifásica, cada tensão senoidal aplicada 
está relacionada a um campo pulsante e carrega na sua função matemática as 
informações deste campo e de campos girantes componentes. Como um campo 
pulsante é igual ã soma de dois campos girantes e a tensão senoidal também 
pode ser decomposta em dois fasores girantes (de sequência positiva e de 
sequência negativa), as componentes de mesma sequência, da tensão e do campo 
girante, estarão diretamente associadas. Após a partida da máquina, promovida 
com a ajuda do dispositivo auxiliar de partida, um dos campos girantes tende 
a manter a máquina girando no sentido da partida e o outro campo continua 
existindo, agindo ciclicamente, reforçando ou atenuando o primeiro campo. 
Semelhantemente à máquina trifásica, uma corrente senoidal fluindo em um 
enrolamento do estator formará uma onda de força magnetomotriz pulsante, 
composta de termo fundamental e mais uma série infinita de harmônicas, onde 
cada componente harmônica pulsante também será composta por duas ondas de 
forças magnetomotrizes girantes e conjugadas (mesma intensidade e giros 
contrários ou, de sequência positiva e de sequência negativa). São 
componentes harmônicas de campo girante idênticas as da máquina trifásica. A 
diferença, neste caso, é que para cada ordem harmônica corresponderá duas 
componentes conjugadas (ou simétricas) de campo girante e, ambas induzirão 
forças eletromotrizes no rotor. Com isso, cada frequência produzida no rotor 
da máquina trifásica corresponderá a duas no rotor da máquina monofásica. 
Os dois campos girantes correspondentes a uma determinada harmônica n 
giram, em relação ao estator, com velocidades iguais a +9: (rd mecânicos/s) 
HP 
e -Éš (rd mecânicos/s), girando, respectivamente, em relação ao rotor, com 
velocidades iguais a +% - us (rd mecânicos/s) e -ä - us (rd mecánicos/s).
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Consequentemente, os enlaces de fluxo estabelecidos com os enrolamentos do 
rotor, produzirão componentes de tensão e corrente nas barras com frequências 
+wm - npw (rd/s) e -um - npw (rd/s). A conclusão é que os fenômenos ocorridos 
são os mesmos da máquina trifâsica. 
‹ O ângulo de uma volta para cada componente de campo girante do estator e 
o número de pólos formados por esta componente são calculados da mesma forma 
que na maquina trifâsica. Entretanto, uma diferença importante a ser 
observada é que cada harmônica do estator formará dois sistemas polifásicos 
no rotor. Ou melhor, as duas componentes de campo girante derivadas da 
harmônica 11 de força magnetomotriz produzem correntes nos enrolamentos do 
rotor com frequências +m - npw (rd/S) e -um - npw (rd/s), cujas 
distribuições de ângulos de fases são simétricas. A Tabela IV.l, de 
distribuição de ângulos de fase na máquina trifásica, pode ser alterada para 
corresponder às distribuições da. máquina. monofásica, acrescentando-se uma 
coluna com ângulos simétricos aos da coluna existente de cada ordem 
harmônica. 
A relação, ntn'=2r, mantida entre duas harmônicas n e n' que estabelecem 
distribuições de ângulos de fases iguais ou simétricas nos condutores rotor, 
observada na maquina trifásica, continua sendo válida. Esta-relação pode ser 
comprovada por análise feita sobre as mesmas componentes de correntes dos 
condutores do rotor, formadas pelos campos girantes do estator das harmônicas 
n e n', que Ja existiam na máquina trifâsica e, também, pode ser estabelecida 
por analise sobre as outras componentes de correntes, formadas pelos outros 
dois campos girantes conjugados, que existem agora na máquina monofásica. 
Desta forma, se n e n' são ordens harmônicas de um grupo de 
distribuições de ângulos de fases das correntes do rotor iguais ou 
simêtricos, onde n' é a menor ordem deste grupo, os dois sistemas polifasicos 
formados pelas componentes de campos girantes do estator com ordem n serão 
componentes de correntes do rotor com frequências +wm - npm (rd/s) e 
-um - npw (rd/s). Os campos de reação formados por estas correntes do rotor 
terão velocidades, em relação ao rotor, iguais a :QE-ãT%B9› e 155-švšgg, em 
(rd mecânicos/s), ficando suas velocidades em relação ao estator iguais a 
2% + L!-1-.-Iâ)-(2 e 1% + íglšfln , em (rd mecânicos/s). Esses campos de 
reação do rotor produzirão tensões e correntes no estator com frequências 
dadas pela mesma expressão obtida para a maquina trifásica, iwm+gmw (rd/s). 
Em relação aos demais sistemas de variáveis, mantém-se toda a analise 
apresentada para a maquina trifâsica. Continuam válidas, para as variáveis do
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rotor, as interpretações de separação das contribuições de campos girantes 
apresentada para a transformação em variáveis de componentes simétricas e as 
interpretações de mudanças de referências para eixos móveis, estabelecida 
pela transformação em coeficientes constantes. A grande diferença fica por 
conta da limitação de componentes harmónicas, estabelecida após a 
transformação' em componentes simétricas. Como o sistema de variáveis do 
estator não pode ser separado em variáveis de sequència¬positiva-e negativa, 
a representação de ordens harmõnicas fica restrita em um número igual a r/2 
ou (r-1)/2. Devido a isto, a corrente do estator só ficará representada por 
componentes de campo girante com frequência fundamental, omitindo-se o termo 
de frequência twm+gmw (rd/s). 
V.4 Estudo do Regime Transitório 
A máquina de indução em seu uso corrente opera em regime permanente, com 
velocidade constante, exceto em algumas aplicações com carga variável. Nestes 
casos, a mudança de carga conduzirá, também; à mudanças nos valores de 
corrente, velocidade, conjugado e potência em relação a condição de trabalho 
anterior. É claro que estas grandezas, para variarem entre os valores 
mantidos nas duas condições de carregamento, devem passar por uma situação 
transitória. Seus valores deverão sofrer oscilações até a máquina atingir a 
nova condição estável. 
Além da mudança da condição de carregamento, outras pertubações, como 
distúrbios temporários de tensão~ ou da própria carga, podem provocar 
oscilações transitórias semelhantes. Ainda assim, estas perturbações não 
chegam a caracterizar, normalmente, uma condição transitória que mereça um 
estudo especial. Em todas estas situações, o usuário da máquina não chega a 
perceber as oscilações ocorrentes e estas variações de carga são analisadas, 
quase que exclusivamente, sob o ponto de vista de regime permanente. É 
costume utilizar-se nestas análises curvas tipicas, como a curva de conjugado 
× velocidade ou uma curva de conjugado x tensão, que servem para avaliar as 
condições da máquina em manter determinada carga em funcionamento. 
Uma das mais importantes situações de regime transitório é a partida do 
motor, quando ocorrem grandes variações nos valores de corrente, velocidade, 
conjugado, etc. O conhecimento destas variações, que são normalmente 
registradas através de curvas obtidas por ensaios ou por simulações, pode ser 
muito importante na análise do comportamento do motor frente às condições 
impostas pela rede ou pela carga. Para a análise desta, ou de outras 
quaisquer condições transitórias, pode-se utilizar o sistema de equações da
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máquina de indução apresentado na equação V.1, no inicio deste capítulo. 
V.4.i Sistema de Equações 
Na modelagem estudada, a tensão aplicada no enrolamento auxiliar sera 
considerada independente da tensão do enrolamento. principal, enquanto 
comercialmente, usa-se a tensão do enrolamento auxiliar tomada da metade do 
enrolamento principal: 
vsa = VÊ Vacos wwt (V.107) 
A corrente no capacitor que está ligado em série com ‹> enrolamento 
auxiliar pode ser relacionada com a sua tensão terminal pela seguinte 
‹ _ 
equação: 
ic = isa = Ca give (V.108) 
Essa nova equação deve ser incluida no sistema de equações da máquina, 
resultando em um sistema com 3 equações do estator e m (número de barras) 
equações do rotor: 
O sistema ficara com o seguinte aspecto: 
O O 0 1 0 ... O -C 0 O 0 ... 0 vc 
vsp 0 Rsp O O ... O 0 Lsp O [2zrp] isp 
vsa ={ 1 o asa o o + â 0 0 Lsa Í lzzral isa o o o o dt o im 
[Írr] Í Ífrspl Ífrsal [frr] Í 
0 O O 0 0 irm 
(V.109) 
onde: brp e bra Já foram definidas em (V.4) e (V.5) 
_ Ífsrpl . 8 far - [Lesral] (V. 110)
I. fia 
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V.4.2 Aplicação da Transformação de Componentes Simétricas 
Como no estudo do regime permanente, não há. necessidade de aplicar 
transformações às variáveis do estator e a mesma matriz B, Já. definida 
anteriormente, deve ser aplicada às variáveis do rotor. A transformação pode 
ser realizada pelo uso das matrizes: 
[isxs 
B] 
e [13×3B-1] (V.111) 
Após a transformação, o sistema toma a seguinte forma: 
O O 0 1 -Ca 0 0 [0]1×m vc 




1 o rasa + a o o Lsa zzzzls* isa 
O _1 
dt 0 _1 iri 
I [0]m×3 B¶rrB ~ : Bfrsp Bfrsâ. B2rrB I 
0 O Írn 
(V.112) 
Já. calculadas anteriormente, [Rrr = Bin-B-1 e IL:-r = Bfrz-B-1, são as 
mesmas matrizes diagonais definidas em (III.16) e (III.23). 
As matrizes Ilsrp = £srpB_1 e ILrz=.p = Bfrsp são as mesmas definidas no 
regime permanente e as matrizes ILS:-a = £sraB_1 e ILrsa = Bfrsa também são 
encontradas pelos mesmos processos de [Lu-p e IL:-sp, como 'mostrado a seguir: 
._ _1- |Lsr8. - Ísra.B -
@ 
E Lsran {[e 
jn‹p¢+1r/2) ejn(p¢+1r/2+p21r/m) ejn‹p¢+n/2+p‹m-1)21:/m)] + i-2 . . .
1 n= 
n ímpar 
[8-_1n‹p4›+1z/2) e-_|n( p¢›+n/2+p2n/uz) e-1n‹ p¢+1z/2+p‹ m-1 ) 21!/nn] }B-1 
' (V. 113) 
Como b = ejm/m, então: `
W 
msra = Zkãêi' {e*““*¢'“'2)[1 b“" bz” b“"`““°] + 
n=1 
n ímpar 
e-jn(p¢+1I/2)[1 b-np -2np b- - b (m 1)np]}B-1 
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(V. 114) 
Colocando sob a forma de só um somatório, tem-se: 





. ' . 
b(m-1)np]B-1 (V 
Efetuando a multiplicação por Bd, chega-se az 
u_sra=š Lsran jn(p¢+1r/2) 
-1 kn 
115) 
. . . (V. 116) 
n--G! =O 
n ímpar 
lrsa = Bfrsa = 
m Lsran jnt ¢+1z/ 
p k(np-1) k(np-(m-1)) _w-zz 6 Cflíb b b B 
B E e p 2) jn(p¢+¶I/2‹›p2fl/m) 
n ímpar
\ 
2 e . . ' 
ejn(p¢+1[/2+p(m-1)21l/m):| t+ 
n=1 
[8-]n(p¢+1t/2) e-jn(p¢+'|t/2+p21!/m) e- ( Jn p¢+1r/2+p‹m-1)21t/m)] `} 
(V. 117)
F azendo uso da relação b - en"/m .- , tem-se: 
b p (m-1)np 
n: 
m t. 








Colocando sob a forma de só um 
b Znp o o _ b-(ur-1)np]t} 
somatório, chega-se az 
(V.118)
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°° Lsran t ¢+n/2) -an -‹ -1) t fl_,sa=Bz_-Ê-_e*“'° [1 b"" b "...b “' W] (v.119) n=-N 
n ímpar 
Efetuando-se a multiplicação por B, resulta em: 
eo LSI'&n -jn(p¢‹›1t/2) 
-1 -knp -k(np-1) -k(np-(m-1)) t 
u..t`Sa.-'-'Z -~ ...b‹ 
n=-Q k=O 
n ímpar ' 
(V. 120) 
Visualmente constata-se a relação: 
lrsa = lsrat' (V.121) 
Assim como a expressão de Lsrpn, a expressão de Lsran também não leva em 
conta o sinal de n e devido a semelhança nas expressões de ILsra e I1.srp todas 
as deduções feitas para ILS:-p são válidas para ILS:-a. As colunas de ILsra serão 
nulas sempre que as colunas de lLsrp forem nulas e os elementos das matrizes 
lLsra e |Lrza serão por analogia, respectivamente: 
Lã Lsran e1n(p¢m/2) e úš- Lsran e°1°(p¢m/2) (V. 122) 
É claro também que só se considera uma harmônica em cada posição da 
matriz lLsz-a. ‹ 
A matriz Zsz-8-1 = será chamada ILsz~ e o sistema pode ser 
reescrito da seguinte maneira: 
O O O 1 -Ca 0 0 [0]1x!_ vc 
VSP 0 RSP 0 Í 013” 0 Lsp 0 hr isp 
vsa = 
{ 
1 O Rsa 
Ú + d 0 0 Lsa isa 
O dt 0 iri 
Í [0] Rrr Í lrs lrr Í 
. rx3 . . 
O 0 lrr 
(V. 123) 
Onde: lrs = Bfrs = lsrt'ƒ 
r = ä é o número de colunas não nulas da matriz ILaz-, (ou de linhas da 
matriz IL:-s), ficando o sistema com ordem 3+r. 
A matriz Lar segue as mesmas regras de composição da matriz lsrp no
regime permanente. Assim os elementos de Ler serão: 
Para r par: 

















#572 Lsrp eJp(1'r)¢ p(1-r) 
#572 jp(3-r)¢L Srpp(3-r)e 
-JP¢ #572 Lsrp_pe 
«F/z W Lsrppe 





p(r-3) #572 Lsrp 
1p‹r-1›¢ 
Lsrpp(r_1)e vfiyz 
linha 1 (enr. principal) 
#572 Lsrp e3p‹2'r)¢ p(2-r) 
Jp(4-r)¢ #572 Lsrpp(¿_r›e 
#572 Lsrp_pe_Jp¢ 
#572 Lsrppe 1p¢ 
#572 Lsrp e J3p¢ 39 
jp(r-2)¢ #572 Lsrpp(r_2)e 
#572 Lsrp eJpr¢ pr 
#572 sr p(1-r) 
- J‹3-r)‹p¢+u/2) #5/2 Lsra e p(3-r) 
L ƒj(p¢+fl/2) #572> sra_pe 
#572 Lsra eJ(p¢'n/2) 'P 
#572 Lsraa ej3(p¢*n/2)P 
- j(r-3)(p¢+n/2) #5/2 Lsra p(r-3)e 
- j(r-1)(p¢+fl/2) #5/2 Lsra p(r-1)e 
(V.124) 
linha 2 (enr. auxiliar) 
#572 Lsra ej(2'r)(p¢*"/2) p(2-r) 
Vl;-/2 Lsra e J ( 4-r) (p¢+1t/2) p(4-r) 
#572 Lsra e'J(p¢'n/2) -P 
#572 LsrapeJ‹p¢*“/2) 
#572 Lsra ej3(p¢*"/2) 39 
#572 Lsra ` ej‹r'2)‹p¢'"/2) p(r-2) 
#572 Lsra .eJr‹p¢*"/2) pr 
(V. 




V.4.3 Sistema a Coeficientes Constantes - 
Como no regime permanente, as variáveis devem ser transformadas para um 
sistema a coeficientes constantes. Aplica-se a mesma matriz Tr, Já utilizada 
anteriormente para as variáveis do rotor, não havendo necessidade de 
transformar as variáveis do estator. 
A transformação pode ser realizada através das seguintes matrizes: 
[iaxa Tr] e [13×3 Tr] 
. (V. 126) 
A aplicação da transformação é feita de forma semelhante ao que se fez no 
regime permanente, deixando o sistema com algumas operações para serem 
efetuadas: 
o o o 1 o 0 o [olha [vc
1 vsp 0 Rsp O [0]3xr 0 O 0 š:¿srTr-1 isp 
vsa = 
{ 
1 0 Rsa + 0 0 *Q 
' 
} 
isa + _ 
O O a 4 -1 1' 1 
Í [O] |Rrr Í TP-lr: TI`ÍLr r_-TP .' 




-Ca 0 0 [0]1×r vc 
O Lsp 0 Lsrrr-1 isp 
O 0 Lsa 4 isa 
0 dt Irl 




Os calculos pendentes são efetuados a seguir: 
(1) ÍLsrTI"-1 
A matriz Lar pode ser escrita da seguinte forma: 
lar = Hsr Ti", ' 
V5 ... Lsrps Lsrps Lsrpi Lsrpl Lsrpa Lsrps ... 
'~ 
°nde: “sr = -Ê ...-JLsras JLsra3 -JLsral JLsra1 -JLsra3 JLsra5 .. ' (v'128)
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d -1 _ d _ (íÍl.srTI` ) - ãíflísr) - O 
Porque Mar só tem elementos não variantes no tempo. 
d 1 ã(TI` ) 
Este calculo Já. foi efetuado no regime permanente, dando como resultado: 
%Tr -1 = -JuaErTr _? sendo que as matrizes Er (para r par e r -impar-) - 
as mesmas apresentadas nas equaçõess (V.50-a) e (V. 50-b). - 
TI1Lrs
Ó 
como uz = um” e :Lzr = uzr Tr, entâoz Tvmrz = rms» “'= Tz-(uzr Tr) *Í 
_ z t * _ L ' __ -1 c' c' Logo, 'I`r¶.rs - Tr(Tr Msr ) - Tr(Tr Hsr ) - Tr Tr Mm» = Mzz- . 




§ Í À 
COMO |Lrs = lsrt , -Ê!-E(fl.rs) = %Í(|Lsrt) = %(HsrTP) t., 8nf.ã.0: 
äílrs = :_1Lt(TP-1H8rt.). 4 
d -1 U' d -1 U' Como Mar não é variante no tempo, ‹í(Tr Mar ) = (a-t-Tr )Hsz~ , então: 











Simplificadamente, o sistema pode ser representado da seguinte forma: 
0 O O 1 vc -Ca 0 0 [0]1×!_ vc 
vsp O Rsp 0 [0]3x¡_ isp 0 Lsp O “sr isp I 
vsa = 1 O Rsa isa + O 0 
- Lsa d isa 
O O Ír 
1 
O dt I r
1 
Í Í -JlBEI'Hrs lRrr-JwE!“|Lrr 
I 
‹ Í Mrs |Lrr' ` .' 
0 O ir O ir 
I' Í' 
(V. 133 ) 
Conjugado Eletromagnético. 
Te = ¿z”'(â¡2zf)¿.~ = LJ' %¿(n.z.~ B)¿.- = ¿z"(Í-¢ rLzz)B¿.- (v. 134) 
à › 
Te = Lz“'(f% |Lz.~)1z = Lz“'(%¿ uz.~Tr~)1r = Lzvnzfp ga Triz ‹v.1as› 
=9 
T _ ff _ 
U' _ 1' e - Ls Msr(JErTr)ir - JL: Msrlšrir - JL: MT ir, (V. 136) 
Onde MT = HsrEP
z 
V.4.4 'Iransformação de variáveis no estatorz -- -~.- ‹- -z z ---~- - - - 
Para determinar as correntes em regime transitório da maquina monofasica, 
o motor de indução monofásico pode ser representado pelo sistema de equações 
mostrado em (V. 133), sem a aplicação de qualquer outra transformação de 
variáveis. Porém, na aplicação dos métodos numéricos empregados na solução de
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sistema de equações diferenciais, como o da Equação (V. 133). é necessario 
inverter a matriz de coeficientes do vetor de derivadas das correntes. Como 
essa matriz, na forma em que se encontra; f-possui elementos complexos (em Hs:-); 
uma outra transformação de componentes simétricas para simplificar a inversão 
desta matriz pode ser aplicada no estator, produzindo uma nova matriz só com 
e lementos reais . 
' t* A transformação proposta-atuará.'somenárefisobre as variáveis do--esta.~tor~,-.~.~=. 
através das seguintes matrizes: _ 
_11 _] -_11 1 e D1-J§{_J+`j}. 
As variaveis são transformadas da seguinte maneira: 
(isp = D. vsp e isp = D. isp ' (isa vsa Isa isa 
permanecendo inalteradas as demais variáveis do sistema. 
(V. 137) 
(V. 138) 
Para efetivar a nova transformação nas equações do sistema, .multiplica-se 
à. esquerda da Equação (V. 133), a matriz:
1 
D (V. 139) 
II' 
e o vetor de correntes é substituído pela relação inversa de transformação, 
apresentada na forma abaixo: 
vc 1 “_ “__ úc isp _ 1/ 2 1/ 2 1 p 
isa 
` -J//2" J/V2' ° 1:a ° (v'1'w) 
Ír Irx Ir 
O sistema ficará. com o seguinte aspecto: ~
\
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0 0 J/»/5,3/»/2| ac ca o o| Iolm oc 
ir O 
_ -1 _ .1 . -1 JWEI`Hr sD lRrr JWÉl'¶.rr . . Hrsn lr r .. 
ozp J/2 R1 Rz tola” 1z.p o 1.1 1.2 D :sp 
usa _ -J/vã Rz R1 isa' + o Lz 1.1 cl iza ` dt ' Ír
1 
1; 6 1; 
I' I' 
Onde! Dflsr = "sro = 
(V. 141) 
( 
1)`,ñ- 1 +J . . . Lsrps Lsrpa Lsrpl Lsrpl Lsrpa Lsrps . . 
VÊ 2 1 -J _ . .-JI.sras JLsr*a3 -`jI..sra1 jLsr*a1 -_jLsra3 jI..sr'as . . 
I..SI`p3 ‹›jLSI'a3 ~ 
2 Lsrp -;1_âz~. Vã-J _ 
LSPp3 +jLSI'a3 
Lsrp +1Lsra 
e msn* = *Ã 1 1 1[1 (v.143) 
1 1 
Efetuando-se as Vmultiplicações, tem-se: 
(V. 142) 
fã- . . . I..sr'ps+Lsra.5 Lsrpa-Lsras I_.srp1+Lsra1 Lsrpi-Lsral 
nuzzz ¿ -'9- 4 . . Lsrps Lsras Lsrp3+Lsr°a.3 Lsrpx -Lsral Lsrp1+Lsr°a.1 
sr' -Lsr Lsr 4-Lsr L pa °s ps 'a 
`ã Lsrpx +Lsr'p1_ Lsrpi -Lsrai -.1 = À e “nn 4 Lsrpi-Lsrâl. Lsrp1+Lsr'¢1 
L r +Lsr Lsr -Lsr S P3 °3 P3 °3 
Lsrp +I..sra Lsrp -Lsra. . . . 3 3 s s 




A -matriz Dflsr e a_ matriz Hz-sD 1 não possuem elementos complexos. Além 
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disso, msn* = (mzz~)`. ‹ 
Substi tuindo-se Dllsr por Msro e Hz-sD'1 por Hrso,^ -reescreve-se_o sistema: 
ozp J/vã R1 Rz tola” xzp O 1.1 Lz MSN :sp 
usa = -J/vã R2 R1 isa +' 'Ú Lê 1.1* 
" d isa - 





O sistema (V. 145) é resolvido por um método numérico de integração e as 
o o -J//ã J/›/2`| oc -ca o o 
| 
[01 M nc 
0 0 Irl 0 › 
dt 
Íri 
. Í "JU9E!`Mrso |Rrr-Jw.Él"|Lrr Í Í Mrso [Lr`r .' 
O Irm O Irm 
. (V. 147) 
- (v. 146) 
Rsp+Rsa
2 







«š[Í -j][íš-lfëâšííí] =[3:Íã3:] =‹›S‹~t ‹v~151> 
ou úâp = Vpcoswutfijvacoswm. (V. 152) 
e úza = Vpcosusut-JV¢cosu¢ut (V. 153) 
correntes devem ser calculadas no sistema original. 
isp__111isp_1 isp+i 
[asa] "7ã[-J Juiza] `~/ãE1(-1zp+ 1::)} W154) 
e url = n~'*l1.~1 ‹v.155) 
-1 -_11.‹\‹›¢ Como Tr é diagonal =› ir = e ir (V. 156) 
1(›z) um '
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onde 1(k) e uk) seguem a definição apresentada em (V. ) 
O cálculo das correntes do rotor, no 'sistema original é feito pela 
multiplicação de B4 pelo vetor [ir], que é formado pelas correntes iz-Nm e 
por zeros nas linhas correspondentes as colunas nulas da matriz Lar. . 
ir = 1 Eb-(1-1›1‹1z›e-11.‹u›¢1|_ 
1 75 k=¡ 1‹u› 
(V. 157) 
Cálculo do conjugado: 
Na Equação (V.138l substitui~se Ls-por D'1is, encontrando-se:
z c -1 ' z' -1 z* Te = J(ls D ) HsrEI` Ir = J(Ís )(D ) HsrEI` lr. (V.158) 
Resolvendo-se os parênteses, chega-se a: 
Te = Ja." nnzfl-:r if = Jiz" Mr xr, (v. 159) 
onde MT = D Hsr Er =`Hsr‹› Er, (V. 160)
I -1z*_111“_11 1“_11 J _ ““ 'vëí-J J] 'HL -sl WLÍ1 -JJ1 "° (V. 161) 
e MT = ¡¿-T; 
. . . Lsrps+Lsra5 I..srp3-Lsras Lsrp1+I.sra1 Lsrpl-Lsrai 
4 . . . Lsrps-Lsras I..srp3+Lsra3 Lsrpl -Lsral Lsrp1+Lsra1 
Lsrp +Lsra Lsrp -Lsra ... 3 3 5 5 Er Lsrp -Lsra Lsrp +Lsra . . . ' 3 3 5 s 
(V. 162) 
ou ainda, 
vã . . . (I-SPP5+LSr'a5) (-Sp) (Lsrpa-Lsraa) (-3p) (Lsrp¡+Lsra1)(-p) MT = T . . . (Lsrps-Lsrasú) (-5p) (Lsrp3+Lsra3 ) (-3p) (Lsrpl-Lsra1)(-P) 
(Lsrpl-Lsra1)(p_) (Lsrp3+Lsra3 ) (3p) (Lsrps-Lsras) (Sp) . . . 
(Lsrp1+Lsra1)(p) (Lsrpa-Lsra3)(3p) 




`/ I _ Assim: Te = ,j%{isp (-5p)I..m; ir_5p(H°d m) + (-3p)Lm3 ir_3p(M°d M + 
'I' + 
~ (_p)Lm1 ir-p‹x°ó m) + (p)Lm1 i'p‹u°úm› + (3p)Lma 1'sp‹n¢ú m) + 
_ Í _ 
(5P)I..ms Irspmod m):| 
+ isa (-5p)I.J¡ls Ir_sp(M°d m) 
4' 
+ _ (_3p)Lm3 ir-3p(Hod m) + (-.pndmi Ir-p(Mod m) + 
l p(Hodm) 3 3p(Kod m) 5 5p(Hodm) 
(p)Lm" af + (3p)Lm` xr + (5p)Lm* ir 
‹v.1¢4› 
onde: Lm+ = Lsrp + Lsra e Lm = Lsrp - Lnra 
I! D Il ll fl H 
V.5 Conclusões 
A modelagem da máquina monofásica foi desenvolvida neste capítulo por 
extensãoda modelagem da máquina trifá.sica.- As transformações empregadas nas 
variaveis do rotor são as mesmas da máquina trifasica e as formas de obtenção 
da soluções também são semelhantes. Destacam-se a nova transformação empregada 
no estator pela caracteristica assimétrica das matrizes envolvidas e pela 
-distribuição das harmônicas que é feita apenas em uma linha da matriz de 
mútuas, contendo as duas componentes simétricas de cada ordem harmônica 
representada. Por esse motivo o espectro de harmônicas para a maquina 
monofásica é menos abragentes que o da máquina trifasica. Em geral, a maior 
partes das relações matemática envolvidas no desenvolvimento da modelagem da 
maquina monofasica pode ser estabelecida por analogia com as relações 
utilizadas na máquina trifasica e nesse mesmo caminho, no próximo capitulo, o 
desenvolvimento do modelo da máquina trifásica de gaiola dupla será. 
apresentado. '
CAPÍTULO v| 
MÁQUINAS com RoToR DE DUPLA ‹;A|oLA 
Rotores com dupla gaiola são fabricados com a mesma finalidade dos 
rotores de barras profundas, que é a de melhorar o desempenho de partida do 
motor. Este tipo de rotor possui duas camadas de barras curto-circuitadas por 
anéis de extremidades, podendo ter dois anéis independentes ou apenas um anel 
comum às duas gaiolas em cada extremidade do rotor (Figura VI.1). " 
As barras da gaiola externa possuem menor area que as barras da gaiola 
interna (Figura VI.1) e por isso apresentam maior resistência. Por outro lado, 
a indutancia das barras internas e maior que_a das barras externas, devido ao 
fluxo que atravessa a ranhura entre as duas camadas (Figura VI.2). 
Na partida, a freqüência do-rotor é igual a do estator e as barras 
internas possuem reatancia elevada, acarretando uma corrente muito pequena 
nestas barras. Com isso a corrente do rotor vista pelo estator é, 
praticamente, a da gaiola superior, que possui uma alta resistência. Em regime 
de funcionamento normal, ol escorregamentor do rotor" é baixo e .por ~isso a 
freqüência das correntes das barras também é muito pequena. Assim, a reatancia 
das barras da. gaiola interna. se torna. desprezível, possuindo esta. gaiola, 
nesta situação, correntes significativas. A resistência do rotor vista pelo 















Figura VI.1 - Gaiolas de anéis independentes e de anéis comuns.
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A distribuição de fluxos em relação as barras, no caso mais geral 
possivel, deve-assumir a configuração mostrada na Figura VI.2. 
O fluxo Wa envolvendo somente a f¢~*v---1__`
. '._.»___,%_` ` ,_›_›-.-`-` " `, f "" ` -` _*\¶\ `\ \\ \` 4;__ 
normalmente em gaiolas com anel 
comum e o fluxo Wi representa um 
\\\ \\\` fluxo mútuo de dispersão, devendo \\ 
\\ x 






























gaiola superior não deve existir 
gerar uma indutãncia mútua entre 
as duas gaiolas. 
.\. 
Figura VI.2 Distribuição dos fluxos no rotor. 
As gaiolas podena ser' modeladas de forma. semelhante à. gaiola simples, 
variando apenas na condição do anel ser comum ou não às duas gaiolas, em cada 
extremidade. ~ 
No caso mais geral o sistema_de.equação possui o seguinte aspecto: 
4% flss O 0 Ls d fss 'Ísre .fsri Ls me = O Írre Íkrrei Ãre 4' É free frre .errei Íre (VI. 1) Uri O ¶rrie'¶.rri Lri ' " frsi frrie frri Lri 
A matriz flss e lks são as mesmas já definidas anteriormente porque 
representam parâmetros próprios do estator que em nada mudou. 
Os fluxos criados pelo estator e enlaçado pelos circuitos do rotor terão 
caminhos preferenciais por baixo das barras da gaiola inferior (Figura VI.2), 
nunca enlaçando somente barras da gaiola superior. Define-se dai uma matriz de 
indutãncias mútuas igual à do motor de rotor simples. Na equação do estator 
ela aparece no termo gífmdr e pode ser desdobrada em: 
äfsrlre + äfsrbi (VI.2)
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Os circuitos do rotor serão definidos novamente como caminhos de 
correntes de segmento de anel (Figura VI.3). 
...iam iai iaa ias íaé ... 
-ô -à -à -à -à 
... T ibzx T ibli T 1bz2IT Ibsz T ibøs T Ibis T íb¢‹ T ibxâ T ibzs ... 
e- e- e- +- +- 
...iam iai iaz ias ia4 ... 
Figura VI.3 Circuitos do rotor 
Percorrendo-se um caminho de corrente de segmento de anel (k), 
encontra-se as seguintes quedas de tensão: 
1) Quedas nas resistências das barrasz- 
-rbe ibe + rbe íbe (VI.3) u u k+1 :+1 
e -rbi íbx + rbx Ibi (VI.4) k x :+1 k+1 
2) Quedas nas resistências dos anéis: 
para anéis comuns, -2ra¡(iaek+ia1k) (VI.5) 
ou para cada anel independente, 
-Zrazkiazk (VI.6) 
e -Zraaklalk (VI.7) 
3) Quedas devido aos fluxos de dispersão de cada barra: 
d ó -1b.k ¿¡-zbzk + lbzlm ãibzm (v1.8)
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d . d e -lbak ãílblk + lb1k§1 a¡Ib1k+¡ (VI.9) 
4) Quedas devido aos fluxos de dispersão dos anéis: 
para anéis comuns, -Zlak â¡(ia¢k+iar¿)¬ . ~ ‹ - - (VI.10) 
ou para cada anel independente, 
-Zlaek gi-Íaek (VI. 11) 
e -2la1k âíiaik (VI.12) 
5) Quedas devido aos fluxos mútuos de dispersao das barras superpostas de duas 
gaiolas: ` 
d d -lbeik ãí(íbek+ibik) + lEnik.1 ãí(ibek*l+ibik+1) - (VI.13) 
6) Quedas devido aos fluxos mútuos que atravessam o entreferro e enlaçam os 
caminhos de correntes vizinhos (Figura VI.2): - 
m . 
- 2 lrrkJ(1a¢j + iaaj) (VI.14) 
J=1 
7) Quedas devido aos fluxos mútuos entre estator e rotor:
3 
- 1 . Jšilrskj sl (VI 15) 
Os circuitos do rotor devem ser analisados, em princípio, considerando-se 
que as correntes dos enrolamentos superiores e inferiores atuam de forma 
conjunta. Com isso o circuito do enrolamento de ordem k seria uma composição 
dos circuitos dos enrolamentos de ordem k de cada gaiola, contendo trechos em 
série e outros em paralelo.
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Diagramas de blocos, contendo as quedas de tensão relacionadas, podem ser 
utilizados para se obter uma visualização dos circuitos do rotor. Como não ha 
fontes ligadas aos circuitos do rotor, as quedas de tensão são somadas segundo 
as leis de Kirchoff e igualadas a zero. Com as relações conhecidas entre 
resistências, indutancias e correntes desenvolve-se os diagramas e obtém-se as 
matrizes do sistema de equações do modelo, envolvendo as variaveis do rotor. 
Diagrama de quedas de tensão no caminho de corrente de ordem k 
circuito combinado para gaiola dupla com anéis independentes 
3 
1 D 2 3d _i_-Jälrskjisj -jÊ1lrrU(ia‹=j+ia1J) -lbzak ã¡(ib¢k+i°b1k) 
Sa 4 
d . d d ---'lbek a-ílbek + 1bck+1 ã1bek.1 4' 1belk§1(í(Íbek§1+Ibik§1) 
Sb 
d _ d -lbak ãibik + lbikfl (1-tlb1k+1 
Sb z 
-21a1 É-ia: -2ra1 iai -rba íbl + rbl lb: 
k dt nz nz xz k 1 kn :+1 
z 8a í -213.0 É-130 -2l"8.o Íae -'Pbc Ibo + Fba Ibo k dt nz k k k 1: um kn 
Figura VI.4 Diagrama de quedas de tensão no circuito combinado das gaiolas. 
\l U' (D U' 
O)N `I F9 
Considerando que: 
la¢k=laz, la1k=lal. ` (VI.16) 
ra‹›k=ra¢, ra1k=ra1, (VI. 17)
lbz =lbe, Ibi =1b1, u x 
lbea =lb¢1,u 
rbe =rb¢, rbx =rb1, k k 






o diagrama pode ser representado só em função das correntes de segmento de 
anel (ou de enrolamento do rotor). 
3 1 ln d
2 
2 lrs is 2 lrr -(ia: +ia1 ) 
1:1 ka J 1:1 ×1 dt 1 J 
3b 




1 1 -(2 al - aa _ - a1k*1 2 ax dtíaxk 2ra1 1a1k 
4a 5a Sa 
1bz §¡(21a.k - 1a.k_1 - 1a.k§1) 21a. gtiâzk ara. 1a.kL---- 
rb1(2Ia1 - iai - Ia: ) k k-1 k›1 
!'be(218e _ 180 - Iâe ) K k_1 ROI 
Figura VI.5 Diagrama de quedas de tensão do circuito combinado das gaiolas em 
função das correntes de segmento de anel.
V 
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O diagrama envolve as quedas de tensão para dois caminhos de correntes de 
segmento de anel, um de cada gaiola. O indice k indica a ordem da corrente ou 
do caminho considerado. Nos caminhos-paralelos as correntes indicam à cum 
gaiola está relacionado cada bloco de queda de tensão. Nos blocos em serie, 
quando a corrente não é da gaiola que se está percorrendo, significa que as 
quedas de tensão são devidas a impedancias mútuas entre as duas gaiolasf O 
mesmo pode ser concluido para blocos-cuJas¬correntes envolvidas sã0,de outras 
fases do rotor (com indices diferentes de k) ou são de enrolamentos do 
estator. ~ 
Diagrama de quedas de tensão no caminho de corrente de ordem k 
circuito combinado para gaiola dupla com anéis comus 
1 a 2 3 3 m 
. . d 
______ Jšälrskjisj J§11rrkj(1a¢j+iaij) lboak ã¡(ibek+1b1k) 
5a 4 
d d . d “1b0k ãíibflk + 1bOk.1 ã1bQk§1 4' lb01k*1dT(Íb0k§1+Íblk+1) 
Sb 
d d -lbak ãíibxk + lb1k¢1 ãíib1k§1 
6 7 
-Zlak â¡(iaak + iaek) }--4 -Zrak (iaak + iaek) 
8a 
-Fba Ibo + Fba Ibo k k kol k+1 
q 
sb 
-rbiklbik + rb1k§¡1b1k¢1 
Figura VI.6 Diagrama de quedas de tensão no circuito combinado das gaiolas 
de anéis comuns.
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Levando-se em consideração que lak= la, ra¡= ra, e ainda, que todas as 
relações mostradas em (VI.18), (VI.19), (VI.20) e (VI.21) são válidas também 
para as gaiolas de anéis comuns, o diagrama da.FigurazVI¬6 pode ser modificado 
para o da Figura VI.7 onde as quedas de tensão são escritas em função das 
correntes de segmento de anel, como foi feito para a gaiola de anéis 
independentes. 
3 1 m 2 3 
. . d 
j§1lrskjisJ j§1lrrkJ(1a°j+1a1J) lbzx a¡(2ia¢k ia¢k_1-1aek+¡)
4 Sa d 
lbe â¡(21a¢k - 1a¢k_1 -1a¢k.1) 
lhe! dÊ(21a1k_1a1k-1-ia¡k+1) 
Sb 
d . . lb: ã¡(2ía1k - iaxk_1 -1axk§1) 
6 7 
21a âí(ia1k + iaek) 2ra (íaik + lack) 
8a 
I`bo (zlaek _ Íaek_1 - .Í8ok.1) 
8b 
rbi (21a1k - 1a1k_1 - 1a1k+1) 
Figura VI.7 Diagrama de quedas de tensão do circuito combinado das gaiolas 
de anéis comuns em função das correntes de segmento de anel 
VI.1 Formalização das Matrizes 
As matrizes do sistema apresentado em VI.1 são identificadas através de 
comparações com os diagramas das Figuras VI¬5 e VI.7. oz ~~- ›~ -Í 
Rotor com gaiolas de anéis independentes: - 
A matriz ibre é determinada através dos blocos com quedas resistivas 
relacionadas com as correntes Iazk, que correspondem no diagrama da 
Figura VI.5 aos blocos 6a e 7a.
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2Fae+2Pbe -Pbe Q O ... O O -Pbe 
íbre = *Fba 2Pae+2Pbe 'Pbe 0 ... 0 O O (VI 22) 
o ~ . ¢ ‹ ‹ ‹ ‹ « . . . ¢ ‹ ¢ ‹ . ¢ ¢ ¢ ‹ ¢ ¢ . - z . ¢ - z n ‹ - › - - ¢ ¢ . ¢ ¢ . ú ¢ ¢ ¢ ¢ Q . 0 z 
-rbz O 0 O ... 0 -rbe 2ra¢+2rb¢ 
A matriz íüri é determinada através dos blocos com quedas resistivas 
relacionadas com as correntes íaik, que correspondem no diagrama da 
Figura VI.5 aos blocos Sb e 7b. 
2ra1+2rb¡ -rbi 0 0 ... 0 O -rbl 
ibri = -rb1 2ra1+2rb1 -rba 0 ... O 0 0 (VI 23) 
‹ ‹ . . . ¢ - » z ‹ « ¢ . ‹ - Q . . - - . ‹ ¢ . . . . . . . - - ¢ ¢ ‹ . . . . . . . . - . . . . . . - 
-rbl 0 0 O ... O -rbi V2ra1+2rb1 
Para anéis independentes as matrizes íbrei e íhrae são matrizes 
nulas porque não existem outros blocos com quedas resistivas além dos Já 
relacionados (que só indicaram caminhos separados através das resistências 
para as correntes das gaiolas). - ~~ :f 
A matriz Zn» é determinada pelas quedas indutivas produzidas pelas 
correntes Iaek que correspondem aos blocos 3a, 4a, 5a e a primeira parcela do 
bloco 2 da Figura VI.5. 
m-1 -1 -1 .. -1 -1 
£m=U_ -1 m-1 -1 . -1 -1 + 
-1 -1 -1 . . -1 m-1 
21&e+21be*21bei -lbe-Ibo! 0 O ... 0 O "lhe-lbei 
-1be_1bol 21ae+21be+21bei 'Ibo-lbei 0 ... 0 O 0 
o o . . . . Q » ó ó ¢ ú ¢ z Q ¢ Q - - ‹ o ‹ o o o ¢ o . . ¢ - ¢ - o - o ¢ ø o ¢ ‹ ¢ o u - u ¢ o o ¢ z . ¢ Q o ø « - . . . . . . . . ¢ o ¢ ¢ o ø ‹ o n o 
-lbe-lbel 0 O O ... O -lbe-lbel 21ae+21be+21be1 
' 
‹v1.z4) 
onde Lrk, Lro e Lr são expressões fornecidas em (III.28). (III.29) e 
(III.30). 
A matriz Znfl é determinada pelas quedas indutivas produzidas pelas 
correntes iaxk que correspondem aos blocos 3b, 4b, 5b e a segunda parcela do 
bloco 2 da Figura VI.5.
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m-1 -1 -1 . -1 -1 
_ _ _. _ _1 _ _ 
kr! = Lr 1 m 1 1 1 + 
-1 -1 -1 -1 m-1 
2la1+21b1+2lbe1 -lb:-lbei O O ... O 0 -lb:-lbzx 
-lbx-lbea 2la1+21b1+2lbe1 -Ibi-lbea O... O 0 0 
-lbl-lbel O 0 O O -Ibi-lbel 21a1+2lbl+21bei 
(VI.25) 
Como no bloco 2 a queda total de tensão é resultante da soma das 
correntes das duas gaiolas, a parcela da corrente da gaiola externa indica uma 
indutância mútua para a gaiola interna e vice-versa. Os blocos 3a e 3b também 
indicam indutàncias mútuas entre as gaiola porque as correntes lack e iaik 
produzem quedas de tensão para as duas gaiolas, Já que os :blocos estão em 
série. E nas matrizes de indutancias de dispersão £z~r¢ e Zrrl só foram 
consideradas as quedas produzidas por cada corrente na sua própria gaiola. 
Assim define-se matrizes de indutancias mútuas entre enrolamentos 
das duas gaiolas. 
m-1 -1 -1 . -1 -1 
frrei = frrie = LP -1 m_1 -1 ' -1 -I 4' 
-1 -1 -1 . -1 m-1 
Zlbel -lbel 0 O 0 0 -lbel 
-Ibo! Zlbel -lbei 0 O O O (VLZS) 
-lbel 0 0 O 0 -lbei 2lbei 
Como os fluxos mútuos entre estator e rotor enlaçam de forma 
simultânea as duas gaiolas do rotor, o primeiro bloco do diagrama representa a 
mesma queda de tensão 'para cada gaiola. Mantendo-se a forma como foram 
definidas as indutancias mútuas entre estator e rotor no Capitulo II. Este 
primeiro bloco indicará. duas matrizes de indutancias mútuas iguais para as 
duas gaiolas. Assim as matrizes Zen e Zu-1 são exatamente iguais à. matriz Zu 
do motor de gaiola simples, definida no Capítulo II.
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Rotor com anéis comuns: 
As diferenças existentes entre os diagramas da Figura VI.5 e VI.7 
indicam as seguintes modificações-nas matrizes: zà¬ z~ z..z- -az «- .~ 
Nas matrizes ibre e iürx, troca-se rae e ras por ra, Ja que a gaiola 
é única para as duas correntes. 
Nas matrizes íäre e Zrrx, troca-se lae e lai por la, pelo mesmo 
motivo anterior. H ,- z 
Como no bloco 6 da Figura VI.7, a queda de tensão é dada pela soma 
das correntes das duas gaiolas, a indutància 21a é um dispersão simples na 
parcela da corrente da gaiola considerada e é uma dispersão mútua na parcela 
da outra corrente. Por isso as matrizes Zmwl-e Zkna terão os elementos da 
diagonal modificados de 21b¢1 para 2la+21b¢L 
No bloco 7 da Figura VI.7, a queda de tensão também é dada pela soma 
das correntes das duas gaiolas. Com isso, no caso de gaiolas de anéis comuns, 
duas matrizes de resistências mútuas Rnwl e Rm1e›são.definidas› z .z~~ 
4- 
íhrea = flürae = diag[2ra 2ra 2ra ... 2ra] (Vl.27) 
VI.2 Transformação em Componentes Simétricas 
Como as matrizes geradas pelo modelo da. máquina. de gaiola dupla são 
compostas de matrizes com estruturas semelhantes às da maquina de rotor comum, 
a transformação de componentes simétricasé aplicada ao modelo com dupla 
gaiolaserá definida por composição das mesmas matrizes da transformação 
aplicada na maquina de rotor comum. 
Propõe-se a seguinte matriz de transformação:
A 
C = B (VI.28)
B 
onde sua inversa é dada por: 
~1 
A.-1 
-1 c ,= B _1 (vI.29)B
‹ 
sendo A e B as mesmas matrizes apresentadas respectivamente nas expressões 
(III.1) e (III.2). '
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'd f ãd t As operações consequentes da aplicacao a trans ormac o e componen es 
` 30 tt d- 1 ` simétricas são apresentadas na Equaçao (VI. ). Cons a an o se, por nspeçao 
visual, a ocorrência de uma série de operações Ja realizadas no Capítulo III. 
_ _ _» _ 
Vs Àfls sÀ 1 O _ 1 O _ 1 is d ÁÍssÀ 11 À£sreB _: Áfsr i B Í is Vre = O B7{rreB _ 1 Bfkrrei B_ 1 irc *ti Bfrsofl _ 1 BÍrreB _! Bfrrei B_ 1 1-re .:~ Vri O B¶rreiB BÍRrrlB ir! 
_ 
B2rsiÁ Bfrriefl BÍÊrrl_B_ 
_ 
Írl 
Os seguintes resultados são conhecidos do Capítulo III: 
Rss = ÁÍSSÁ-1 8 lss = Á2ssÁ-1 
(VI.30) 
ÀS matrizes fsre, frse, fsrl 8 Írsl SãO iguais às m3.f.PlZ€S Ísr, fra, 
portanto: 
lsre = lsrl = |Lsre 8 lrse = |Lrsi = lts 
As demais 
resultados: 
Rrre = B¶rr¢B'1 = diag [2raz+C0rb¢ «2raz+Cmrbw¬¬ .- 2raz+Crrbz] 
Rrrl B¶rrxB_1 = diag [2ra1+Corb1 2ra1+C1rb| ... 2ra1+Crrb1] 
onde Ck = 4 sena kn/m, como na maquina de gaiola simples. 
Se a gaiola for de anéis comuns: raz = ral = ra. 
Rnwi BRnw1B_1 = diag [2ra 2ra 2ra ...' 2ra 2ra 
-1 _ -1 Rrrle B¶.rrleB BfRrreiB =Í.Rrre1 
Se for de anéis independentes: Rnwi = Rnue = L0]. 
lrre = B.¶rreB_1 = I 
operações são efetuadas, encontrando-se os seguintes 
(VI.31) 
(VI.32) 
1 (VI'.'33) = 
(VI.34) 
diag [2laz 2laz+C1(lbe+1be1)+mLr ... 2laz+Cr(lb¢+1b¢i)+mLr], 
'lrrl = Bfrrifl-.I = 'À ` ' 
(VI.35) 
diag [21a1 21a1+C1(1b1+lbe1)+mLr ... 2la:+Cr(lb1+1b¢1)+mLr] 
(VI.36)
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Se for de anéis comuns: lae = lax = la 
Lrrex = B£&r¢1B'1-= diag [2la 2la+C11be1+mLr~f.f 2la+Crlbe1+mLr]› -m_ 
. (VI.37) 
lrrie = Bfrriefl-1 = Bfrrelfl-1 = |Lrrei (VL38) 
- Se for-de-anéis independentes, a indutãncia~21a+Cklb¢1+mLr é substituída 
por Ck1b¢1+mLr. 
O sistema resultante toma a seguinte forma: 
Vs ss O O is d ss lsre [Lari is Vre = O Rrr |Rrr Íre + -É lrso lrrc |Lrrei irc 
V'ri Rrr Rrr Írl rsl lrrie lLrri Íri 
(VI.39) 
VI.3 Sistema a Coeficientes Constantes ' . 
A transformação utilizada é uma composição das matrizes de transformação 
utilizadas no modelo da máquina de gaiola simples: 
Ts 
T = Tr . (VI.40) 
Tr 
Sua inversa é dada por: 
-1 
Ts-1 
-1 T = Tr _1 , (VI.41) Tr 
onde Ts e Tr são as mesmas matrizes Ja utilizadas no Capitulo IV. 
As operações são semelhantes às já aplicadas na máquina de gaiola simples 
e, como na transformação de' componentes simétricas, a maior parte dos 
resultados são os mesmos Já encontrados para as máquinas de gaiola simples. 
Na Equação (VI.42) são apresentadas as operações consequentes da 
aplicação da nova transformação proposta:
158 
úzz o Tz¬fl2frzm-`* 'rrmmrr " m 
os Ts|R=zTs'* o _1 o _ as 
Ore = O TflRrreTI` TfiRrroiTI' Íre 4' 
d rs‹Lz=rs*_1 Tsmzrerrfl Tsmzrzrr fi az 









Cada operação envolvida na Expressão (VI.42) tem resultado conhecido do 
Capitulo IV. As matrizes diagonais quando pré-multiplicadas por Ts (ou Tr) e 
pós-multiplicadas por Ts 1(ou Tr 1) permanecerão inalteradas. Isso acontece 
COM Rss, Lss, Rrre, Rrrl, Rrrel, Rrrie, lrre, lrrl, lrrel 8 Lrrie. 
As matrizes lsre, lmú, Lrse e Lrsx são exatamente iguais as matrizes Lar 
e lrz, sendo os resultados das operaçoes de pré multiplicaçao por Ts (ou Tr) e 
pós-multiplicação por Tr_1 (ou Ts_1) os mesmos encontrados no modelo da 
máquina de gaiola simples; ou seja: 
Ts|Lz-.zz'rz~`* = Tsu.zzm~'* = rsn.szTz- '* = us» ‹v1.43) 
'fz¬u.zz.'rs'* = 1:z¬cLrszTs'* = Tsuzrz- `1 = um (v1.44) 
Ts ú/dz(:Lzz.n-'*) = rs ‹1/àz‹Ts'1uzr) = -Jwssusz (v1.4s) 
Ts d/dt(ÍLsr1TI'-1) = Ts d/dt(Ts-lflsr) = -,jw.EsHsr (VI.46) 
Tr d/âc(|L.»z.Ts`*) = Tr d/a:(Tz~'*n.~z) = -Jwzrmz (v1.4'/) 
Tr ú/‹1z(¡Lzz1Ts'*› = Tr d/‹1t(Tr'*|‹zz) = -Jwsrurz (v1.48) 
Além disso: 
'rs _a/‹1t(:LzzTs`*) = :Lzz Isa/dt(Ts'*) = -Jwssusz (v1.49)
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Tr à/<1n(rL.»».Tz-`*) = mm 'fr à/<::('rr`*) = -Jwszúm (v1.so) 
Tr â/‹:t(u.z.»m-'*) = mm Tz- d/at(Tz~'1) = -J‹zzEnLm (v1.51) 
Tr ‹1/<1t(:Lmm~`*) = mm; Tr d/dr('rr`*) = -Jwsrmmz (v1.s2) 
Tr ‹1/<1z(u.m.,rz~`1) = umz., Tr ‹1/d1z('rz~'*) = -Jwsmn-1. (v1.s3› 
O sistema de equações com matrizes a coeficientes constantes toma o 
seguinte aspecto: 
Os ss O O is ES ss "sr “sr ie 
flre = O |Rrre Rrrei Íre -' jm Hrs lrre lrrel Íre 
Ori O Rrrle |Rrrl Ir! EP Mrs lLrrle lrr! Ir! 
|Lss Hsr "sr Is 
Mrs |Lrre |Lrrei d/df. Ire 
Mrs |1.rrle lLrrl Írl 
(VL54) 
VI.4 Expressão do Conjugado 
Q I 
Te = LJ fã seu L» = Ls* Ê; :ezr (ue + uz) =› (v1.ss) 
Te = 1.5" ä zzz 1,. + Lz" à zzz uz (vI.ss) 
're = LB" §_¢A'*rL.zB Lz = L.z°'A'* äzz mz (v1.57) 
T _ 1' d ._ U' d -1 8 - ls C-ñlsr (Í.re+ir1) - is -5$(TS HsrTI') (1re+1rl) (VL58) 
Te = 1.3' [(2-%Ts'*)uz.zzTz~ + Ts'*uz»(â¡ rn] (1z.+1râ) (v1.s9)
1so 
Te = 15" [(-_¡EsTs'*)n_‹.f'rz~ + Ts'*|-xzruarrrl] (imifi) (vI.so) 
Te = _j1z”"rs`* í-Esnsr + uzfEz~)] Tr (1zz+m) (v1.s1) 
Te = 518” [-Esuzr + uzzl-:z~] (1r.+1zz) (v1.s2› 
Te = 315" MT (1zz+m), (vI.63) 
onde MT = MsrEr - Esllsr, como na máquina de gaiola simples. 
0 sistema de equações da maquina de dupla gaiola em variaveis de 
coeficientes constantes é mostrado na Figura VI.8. Para anéis independentes a 
matriz de resistências mútuas (Expressão VI.15) se, torna nula e a matriz de 
dispersão mútua também fica diferente nos dois casos. Para anéis comuns os 
elementos são da forma 21a+C|zlb¢1+mLr como na Expressão (VI.37).- enquanto para 
anéis independentes eles são modificados para Cklbe1+mI_r. 
VI . 5 Conclusões 
A estrutura da maquina trifásica de gaiola dupla foi apresentada neste 
capitulo. Os novos aspectos fisicos foram considerados e o desenvolvimento da 
modelagem foi realizado através de uma adaptação do modelo da máquina 
trifásica. Sob o ponto de vista topológico, as gaiolas se apresentam para os 
enrolamentos do estator de maneira exatamente equivalente enquanto passam a 
apresentar novas relações entre elas mesmas. Estas foram as causas do 
aparecimento das matrizes de resistências e indutâncias mútuas entre as duas 
gaiolas. O tratamento do processo de solução das equações é essencialmente o 
mesmo e uma vez concluída a estrutura matemática da modelagem, no próximo 










Figura VI.8 Sistema. de' equações da. máquina. de dupla gaiola em função de 
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PARÂMETROS DA MÁQUINA DE |NDuÇÂ'otf¬. -_ 
VII.1 Introdução 
A quase totalidade da literatura de maquinas elétricas trata a teoria da 
máquina de indução através de duas metodologias clássicas: a dos circuitos 
equivalentes do tipo T (Alger, 1965), (Jones, 1967), (Kostenko e Piotrovsky, 
1969) e (Fitzgerald, Kingsley e Knsko, 1975) e a dos circuitos acoplados 
(White e Woodson, 1959). (Majmudar, 1965) e (Barbi,1985). Apesar das equações 
de circuitos acoplados serem resultados naturais na introdução dos conceitos 
de conversão de energia, a primeira metodologia é a mais usada. Isto se deve a 
simplicidade dos circuitos utilizados e ã forma muito pratica de se obter 
parâmetros, efetuando os ensaios a vazio e de rotor bloqueado. 
Quando se utiliza a teoria. de circuitos acoplados, os parâmetros de 
indutàncias dos modelos são calculados por fórmulas simplificadas a partir da 
caracterização dos fluxos totais e fluxos mútuos dos enrolamentos da maquina, 
não havendo destaques para os fluxos de dispersão. As fórmulas para 
indutàncias próprias e mútuas são deduzidas a partir dos circuitos magnéticos 
formados pelas estruturas das maquinas e das ondas de força magnetomotriz 
produzidas pelos enrolamentos, exigindo sempre um número muito grande de 
aproximações (White e Hbodson, 1959) e (Smolensky, 1982). Esses modelos,_que 
são mais empregados para simulação dinamica, são quase sempre utilizados para 
analise de comportamento das grandezas elétricas ou eletromagnéticas, 
visando-se caracterizar as formas e estilos sem uma preocupação prioritária 
com a precisão dos resultados. 
Contrariamente, nos modelos do tipo T, a maior importância é dada 
exatamente para as indutàncias de dispersão. Mostra-se que a dispersão 
magnética pode ocorrer por diversos motivos e em varios pontos de uma maquina 
elétrica, apresentando-se, consequentemente, variadas fórmulas para o calculo 
de cada uma delas (Veinott, 1959), (Alger, 1965) e (Kuhlmann, 1965). Nestes 
casos, costuma-se sempre destacar a precisão dos resultados para pontos de 
operação especificos, dedicando observações menos rígidas para aspectos de 
curvas representativas de comportamento. U
v/ 
163 
Os resultados, tanto para o caso da indutància mútua nos circuitos 
acoplados como da indutância de magnetização para circuitos do tipo T, mesmo 
com as aproximações incluidas, são -indiscutivelmente bons, zdesde que _se 
considere a saturação e o ranhuramento do entreferro. A vantagem dos circuitos 
acoplados é ter a totalidade das correntes e tensões elétricas explicitamente 
representadas nos modelos, enquanto os fenómenos de fluxos de dispersão, da 
'forma como=são~representados, não ficam verdadeiramente caracterizadosr - 
Os fluxos de dispersão não se comportam exatamente como os fluxos de 
magnetização e, para que o comportamento da maquina seja estudado com maior 
fidelidade, deve-se dar tratamento particularizado para cada tipo de 
dispersão. Assim, no modelo de circuitos acoplados, aqui apresentado, -a 
dispersão é tratada como nos modelos de circuitos equivalentes do tipo T. 
Considera-se que o fluxo total produzido por um enrolamento é composto por 
fluxo de entreferro e íduxos de dispersão. O fluxo de entreferro, como o 
próprio nome já diz, é definido como sendo todo o fluxo que atravessa. o 
entreferro, ficando o fluxo de dispersão formado pelos fluxos de dispersão de 
ranhura, de cabeça de bobina e de dispersão zig-zag. Parte do fluxo de 
entreferro se constitui do fluxo mútuo e de alguma dispersão restante 
(inclinação e cinta), que não sera tratada de forma isolada neste-estudo:-fl - 
Essa divisão entre fluxos é oportuna, já que o fluxo que atravessa o 
entreferro (mútuo ou não) possui um comportamento particular em relação ao 
ranhuramento e a saturação magnética, completamente diferente do comportamento 
dos demais fluxos de dispersão. 
Do fluxo de entreferro deduz-se as fórmulas para indutàncias próprias e 
mútuas, como as que foram mostradas no desenvolvimento do sistema de equações 
originais da maquina (Capitulo II), faltando apenas caracterizar os efeitos de 
saturação magnética e de ranhuramento do entreferro. Algumas formas de calculo 
para os demais parametros, relativos aos fluxos de dispersão, são apresentadas 
neste capitulo. 
O interesse na pesquisa de calculo de parâmetros feita para este trabalho 
não foi o de melhorar a precisão e sim, o de investigar métodos que apresentem 
um grau de segurança razoável, fazendo com que as discrepâncias observadas 
sejam analisadas através da critica sobre a estrutura matemática dos modelos e 
sobre os métodos de ensaios empregados. Empregar métodos super elaborados, 
usando técnicas modernas, como o de elementos finitos ou processos iterativos 
dispendiosos, computacionalmente falando, "pode" não adiantar muito se nas 
simulações ainda estiverem presentes erros e imprecisões numéricas de dificil 
observação e controle. 
0 objetivo principal é a comprovação dos modelos matemáticos propostos e,
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em segundo lugar, virão possiveis contribuições ao estudo de métodos de 
cálculo de parâmetros. Por este motivo, os parâmetros empregados nos modelos 
foram calculados pelos métodos tradicionais e, paralelamente, foram 
investigadas algumas alternativas de cálculo Já estudadas por outros autores e 
que são comentadas ao longo desse capitulo. 
Para as simulações optou-se por utilizar as fórmulas tradicionais, porque 
elas são suficientes para a obtenção de bons resultados nas simulações e não 
dispendem esforços computacionais adicionais. Além disso, a avaliação das 
distorções dos resultados seria muito mais complicada, se houvesse a 
necessidade de analisar mais de uma fonte de erros. 
VII.2 Resistências - - ~ 
As fórmulas usadas pela maioria dos autores, para o calculo de 
resistências, são semelhantes entre si e se baseiam na fórmula usual para 
resistência de condutores sólidos. Considera-se sempre a variação com a 
temperatura e quase sempre uma correção devido ao efeito de penetração de 
fluxo. 
Resistência do estator , 
›-Com fórmulas apresentadas em quase todas as literaturas do gênero 
(Veinott, 1959) e (Kuhlmann, 1985). o cálculo deste parâmetro não se constitui 
em ponto de questionamento, apresentando sempre resultados satisfatórios seja 
qual for a fonte consultada. Além disso, de posse da máquina, ela pode ser 
determinada também por ensaio. . 
Sua fórmula geral (Veinott,1959), calculada por fase, pode ser: 
R = (LMC)(C/q)pe, (VIl.1) 
onde: LMC é o comprimento médio dos condutores, 
C é o número total de condutores em série por fase, 
q é o número de caminhos paralelos e 
pe é a resistividade do condutor por unidade de comprimento. 
O valor de LMC pode ser calculado pela expressão:
iss 
Luc = le + %P(AcT), (v11.2) 
onde: le é o comprimento do pacote do estator, 
ACT é o lance médio ponderado das bobinas em número de ranhuras, 
S1 é o número de ranhuras do estator, 
yp = 1,3 para máquinas de 2 pólos, 1,5 para 4 pólos e 1,7 para 6 pólos 
e De = D1 + di + dio + dii é o diametro médio entre centros das 
ranhuras de uma bobina, 
sendo: D1 o diametro do furo do estator e di, dio e d11 as dimensões mostradas 
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Figura VII.1 Dimensões da ranhura 
Resistência das Barras 
O modelo em estudo exige que o valor da resistência individual de cada 
barra seja calculada. A fórmula utilizada é a da resistência de um condutor 
sólido, sendo considerado ainda um fator de correção, devido ao efeito de 
penetração de fluxo (Veinott, 1959), (Kuhlmann, 1965), (Kostenko e Piotrovsky, 
1969). (Fuchs, Poloujadoff e Neal, 1988) e (Kassick, 1990). 
_ lb rb - Pb šš Kr. (VII.3) 
onde: pb é a resistividade do material da barra em Q m, 
lb é o comprimento da barra, 
Sb é a área da seção transversal da barra e
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Kr é o fator de correção devido a penetração de fluxo, cuja fórmula 
usada por Kostenko e Piotrovsky, (1969)¡ -Fuchs, Poloujadoff e Neal, 
(1988) e por Kassick, (1990) é: - -- 
_ [Sh (2Ç) + sen (2Ç)1 Kr _ C ch ZÇ) - cos (2Ç ' (VII`4) 
(VII.5) 
(VII.6) 
onde: Ç = a h` 
e a = Vu po s f/pb, 
sendo: uz a permeabilidade do ar, 
s o escorregamento do rotor em relaçao ao campo girante e 
f a freqüência da rede. 
Além do uso destes fatores, alguns pesquisadores têm apresentado métodos 
alternativos para calculo numérico iterativo da resistência de barra, onde 
esses efeitos Ja estão incluidos. Dois métodos são destacados aqui para uma 
investigação futura mais abrangente em modelos desta natureza: 
O trabalho de Dabrowski (1988) iapresenta 'um método para calcular a 
resistência e a reatância de dispersão da barra incluindo efeitos de 
penetração de fluxo e distribuição de temperatura. Parte-se das equações 
diferenciais e das condições de contorno estabelecidas em uma barra isolada e 
envolvida em um meio ferromagnético, deduzindo~se dai uma equação de Riccati 
em função da densidade de corrente na barra. A barra é subdividida em camadas 
onde através das relações de transferência e armazenamento de energia 
calorifica entre estas camadas e o meio ferromagnético outra equação 
diferencial é estabelecida. 
O sistema de equações diferenciais é resolvido numéricamente pela 
discretização do tempo e da profundidade da barra, dividida em camadas e a 
resistência é calculada baseada na potência dissipada ao longo de toda barra. 
Lazarevic e Skokljev (1988) apresentam um método mais simples, onde a 
barra é discretizada em camadas, estabelecendo um circuito cascata composto 
por resistências e reatancias elementares dessas camadas. A resistência da 
barra é determinada através da resistencia equivalente do circuito 
Resistência dos Anéis 
_
z 
A resistência de segmento de anel considerada no modelo é calculada 
normalmente pela mesma fórmula de resistência de condutores sólidos e 
corrigida pelo conhecido fator Kring, introduzido por Trickey (Veinott,1959). 
que leva em consideração a distribuição não uniforme das correntes que se
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transferem entre barras e anéis. 
ra = pa Ešgg Kring, (VII.7) 
onde: Dr é o diâmetro médio do anel, 
Sr é a área da seção transversal do anel, 
2P 
xring = p(1 - gš) 1-i-íÊí¿ÊÉl¡- , (vI1.8) 
1 + (D1/Dr) P 
pa e a resistividade do material do anel em Q m e 
Di é o diametro interno do anel. 
Em substituição ao fator Kring, a resistência pode ser calculada com uso 
de técnicas de elementos finitos. Um metodo bastante eficiente para calcular a 
resitência, sem utilizar o fator Kring, foi apresentado por Williamson e 
Begg, (1986). Neste trabalho, os potenciais complexos são resolvidos pelo 
método de elementos finitos e depois empregados para. calcular o valor da 
resistência. Eles estabeleceram, também, uma metodologia consistente para 
medição da resistência através de protótipo, usada para comprovação de 
resultados, mostrando que o método de cálculo proposto é muito mais eficiente 
que o uso do Kring de Trickey. 
VII.3 Indutãncias de Dispersão 
Das fórmulas utilizadas para indutancias de dispersão, as de indutãncia 
de ranhura não apresentam grandes variações entre os autores clássicos 
(Veinott, 1959), (Liwschitz, 1984). (Alger, 1985) e (Kuhlmann, 1965). Porém no 
caso da cabeça de bobina as fórmulas devem ser escolhidas e utilizadas com 
algum cuidado, devido ã dificuldade de obtenção de algumas dimensões fisicas 
exigidas no calculo. E no caso da indutãncia zig-zag, que é justificada pela 
maioria dos autores (Veinott, 1959) como sendo indispensável para se obter 
bons resultados e, apesar disso, não possui uma perfeita caracterização com os 
fluxos envolvidos, aconselha-se utilizar as fórmulas mais simples possiveis 
(Say, 1968). ~ 
São muitas as diferenças entre as expressões apresentadas nas referências 
consultadas. Procurou-se nesse trabalho utilizar as que apresentaram os 
melhores resultados, sem complicar demasiadamente os cálculos realizados. 
As indutàncias de dispersão também podem ser calculadas por métodos de
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diferenças finitas (Fuchs, Poloujadoff e Neal, 1988) ou método de elementos 
finitos (EFCAD/GRUCAD/UFSC). A 'dispersão de ranhura pode ser- avaliada 
«isoladamente por um método de calculoâde campo bidimensional e a dispersão de 
cabeça de bobina pode ser calculada pelo uso de um programa de cálculo de 
campos tridimensionais (Carpenter e Locke, 1988), (Lijie e Shanchun, 1988) e 
(Danilevich e Yakovlev, 1990). (Mesquita, 1990). “ 
Indutânoia de dispersão de ranhura 
Como 'parte do fluxo produzido pelos enrolamentos acaba. por se fechar 
pelas ranhuras, não atravessando o entreferro (Figura. VII.2), define-se a 
indutància. de dispersão de ranhura, contabilizando o enlace de fluxo dos 
condutores do estator em relação a essa parcela de fluxo e dividindo-o pela 
corrente desses condutores. No rotor, o enlace de fluxo é o próprio fluxo e a 
indutancia calculada é chamada de indutància de dispersão da barra.` A 
indutància de dispersão de ranhura depende da forma e da geometria da própria 
ranhura. 
A fórmula geral para a indutância de ranhura do estator é dada por: 
ls = 3 po (CKw)%Cx le šãl (Q/fase), (VII.9) 
onde: C é o número de condutores em série na ranhura, 
Kw é o fator de enrolamento, 
Cx é o fator de distribuição para dispersão de ranhura (Veinott, 1959) 
e (Alger, 1965), 
le é o comprimento útil do estator, 
Ksi é a constante de ranhura do estator e 
S1 é o número de ranhuras do estator. 
No caso do rotor: 
lb = uz lr Ks2 (Q/barra), (VII.10) 
onde; lr é o comprimento útil de ferro do rotor e 
Ksz é a constante'de ranhura do rotor.
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Figura VII.2 - Fluxo de dispersão de ranhura 
A influência da geometria da ranhura é dada pela constante de ranhura.\ 
Varias formas de ranhura. e as correspondentes expressões para calculo das 
constantes são apresentadas em muitas das referências mencionadas ao final 
deste trabalho (Veinott, 1959 ), (Liwschitz, 1964) e (A1ger,1965). 
A indutància da barra ainda deve ser corrigida, devido ao efeito de 
penetração de fluxo (Kostenko e Piotrovsky, 1969). (Fuchs, Poloujadoff e 
Neal, 1988) e (Kassick, 1990) e devido ao efeito de saturação em ranhuras 
fechadas (Veinott, 1959 ). 
_ 3 [sh (2Ç) - sen (2Ç)]e K* “ 2 Ç [ch (zç) - cos (2çYT' (VIL11) 
V Assim como a resistência da barra, a reatància de dispersão também pode 
ser obtida. através do trabalho de Dabrowski (1988) ou pelo, trabalho de 
Lazarevic e Skokljev (1988). 
Indutância de cabeça de bobina 
Fora dos núcleos de ferro do estator e do rotor, os fluxos estabelecidos 
pelas cabeças de bobina e çmlos anéis de curto-circuito estão praticamente 
contidos no ar. A carcaça da máquina, neste caso, atua como uma blindagem 
magnética não permitindo que o fluxo saia desta região. Modelar esta região 
para calcular os caminhos magnéticos se constitui em tarefa complexa e 
ingrata, pois não ha como comprovar todo este trabalho. 
Algumas fórmulas são apresentadas na literatura tradicional como 
resultados de pesquisas particulares (Liwschitz, 1964), (Kuhlmann, 1965) e 
(Alger, 1965). Estas fórmulas apresentam diferenças tão grandes entre si que
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trazem certa insegurança para quem as utiliza. 
Neste trabalho, optou-se por utilizar as fórmulas de Kuhlmann (1965) por 
apresentarem os resultados mais coerentes nos exemplos das referências 
consultadas e por não exigirem correções adicionais. 
Para o estator: 
2 2 
1‹zbz = :-*-C_°'-:*i?<i'- [b + o.s(f¢ + dz/2)] (n/fase), 
- (v11.12) 
1o P 21t× 
onde: C é o número de condutores em série por fase, 
Ku é o fator de enrolamento, 
P é o número de polos e ~ 
b, fc e da são indicados na Figura VII.3, todos em cm. 
Para o rotor: 
m 0.158 vz D d z ~ 1°” = 
[gp Ê” 
" 1,7w¢z + 1,2âef -+ -1,4ózz M4 -Se” 2%] _”/Seg' mel' zu × 10 p V - 
(VIIT13)` 
onde;W.m é o número de barras, 
D é o diâmetro médio no entreferro, 
de é a distância radial da circunferência média do anel até o centro da 
parte reta da ranhura do estator e 








Figura VII.3 - Dimensões da cabeça de bobina
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VII.4 Indutâncias Próprias e Mútuas 
As fórmulas básicas para cálculo das indutancias próprias e mútuas Ja 
foram apresentadas anteriormente (Eq II.9, II.10. II.17, II.18 e II.32). É 
claro que a utilização destas fórmulas no modelo não pode trazer resultados 
próximos do real desempenho da maquina, pois alguns fenômenos importantes não 
estão incluidos nelas. 
No desenvolvimento destas expressões o entreferro foi considerado como 
formado por duas superfícies lisas, desconsiderando-se assim as aberturas das 
ranhuras, cujos efeitos não podem ser desprezados. A introdução do conhecido 
Coeficiente de Carter faz a correção do comprimento do entreferro (Liwschitz, 
1964), mas efeitos como o das harmônicas de ranhura, que não são tratados 
neste modelo, devem ser analisados em estudos especificos. 
Assim: 
6' = 8 Kc, (VII.14) 
(VII.15) onde: Kc = Kcest × Kcrot, 
Kc = --š¿-£§§-:-!lgL- para ranhuras abertas, 
7‹1(5õ + mo) - uma 
sendo: (VII.16) 
KC _ A1 (56 + mo) _ ?u(Sô + mo) - w1o(‹S + wiof' (VIL17) 
para ranhuras parcialmente fechadas considerando 20% de espraiamento de 
fluxo e 
Kc = À1 (56 + wlo) para 10% de espraiamento A1(5õ + wio) - w1o(0,5õ + wiof 
(VII.18) 
onde: õ é o comprimento do entreferro, 
wio é a largura da boca da ranhura e 
A1 é o passo de ranhura em unidades de comprimento." 
Outro fenómeno não considerado nas.fórmulas de indutancias próprias e de 
indutãncias mútuas é o da saturação magnética. 
__ 
Sendo o material ferromagnético considerado de permeabilidade infinita, a 
queda de força magnetomotriz utilizada para a dedução destas fórmulas é 
considerada concentrada, somente, no entreferro. Porém, por maior que seja a
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permeabilidade e, mesmo trabalhando na região linear da curva de magnetização, 
sempre existirá queda de força magnetomotriz no ferro da máquina -e,' ao 
considerar-se essa queda, as reatancias próprias e mútuas da maquina terão 
seus valores reduzidos. 
A queda de força magnetomotriz nas partes de ferro é aumentada com a 
saturação magnética e com a redução da permeabilidade na parte .-linear da 
curva. Por isso, é pratica corrigir a reatância da maquina atraves do chamado 
fator de saturação (Agarwal e Alger, 1980), (Kuhlmann, 1965) e (Levi, 1984). 
Esse fator é expresso pela razão entre a queda de força magnetomotriz total e 
a queda de força magnetomotriz no entreferro e deve ser introduzido no 
denominador das expressões de todas as indutâncias relacionadas a fluxos que 
atravessem o entreferro da máquina. 
FSM = 2 AFmmfe + AFmmar (VII 19) A Fmmar _ 
A distribuição da força magnetomotriz na máquina deve ser calculada 
usando-se a geometria da seção transversal da maquina e a curva de 
magnetização do material ferromagnético utilizado nas chapas. -O ;resultado 
deste cálculo mostrará se a máquina trabalha saturada ou não. 
Como as tensões induzidas e as correntes varian1 conforme o ponto de 
operação da maquina, variara também a distribuição de força magnetomotriz, o 
fator de saturação e as indutãncias próprias e mútuas da maquina, devendo 
estas variações ser incluidas na modelagem para o regime transitório em que a
\ 
maquina estiver envolvida. 
Reatãncia de dispersão zig-zag - - - 
Foi utilizada a fórmula sugerida por Alger (1985): 
2 2 
xz = ëE_E _Ê_ + _Ê_ (v11_z0) 12 
sz sí 
VII.5 Obtenção de Reatâncias por Cálculo de Campo 
VII.5.1 Cálculo de campo bidimensional 
_ ___
  
O uso dos métodos de diferenças finitas ou de elementos finitos para 
cálculo de campos bidimensionais Ja pode ser considerado como corriqueiro no 
meio cientifico, sendo utilizado por pesquisadores para cálculo de parâmetros
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das máquinas elétricas ou, alternativamente, na solução conjunta com as demais 
equações diferenciais (Fuchs, Poloujadoff e Neal, 1988), (Arkkio e Hauru, 
1988);`(Preston, Reece e Sangha, 1988);-(Nilliamson¡~Limfe-Robinson;zl990)¢-e 
(Kassick, Huang, Davat e Lajoie-Mazenc, 1990). Através de programas dedicados 
para maquinas elétricas (EFMAQ e DIFIMEDI) é possivel obter-se a distribuição 
dos potenciais magnéticos ou das linhas de fluxo em uma estrutura qualquer, 
contendo fontes de correntes e, com .isso,--calcularzoreatâneias própriasz e 
mútuas de maquinas elétricas, sem muita dificuldade.
_ 
Para cálculos de reatancias de dispersão especificas, as estruturas 
eletromagnéticas podem ser estudadas através de programas de aplicações mais 
geraisz‹Abai×o são mostrados dois exemplos de cálculo de campo através do 








Figura VII.4 × Linhas de campo calculadas por programa de elementos finitos 
bidimensionais (Calculado pelo EFCAD/GRUCAD/UFSC)
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VIl.5.2 Cálculo de campo tridimensional 
O cálculo da impedância de cabeça de bobina. é realizado normalmente 
baseado em aproximações da distribuição de campo, que por sua vez dependem da 
geometria do núcleo, da carcaça e dos condutores. A partir destas 
aproximações, pode-se chegar a fórmulas explícitas para o cálculo da 
impedância como Ja o fizeram outros autores (Veinott, u1959), (Liyscbitz, 
l9GÃl,:(Kuhlmann, 1šb5). iAlger, lgôšl. (Say, 19$8). Ainda que estas fórmulas 
sejam aproximações simplificadoras, elas têm sido aplicadas com bons 
resultados quando utilizadas em modelos de circuitos equivalentes, onde todos 
os tipos de reatancia de dispersão são somados para formar apenas uma 
reatãncia de dispersão do estator. Nesta forma de emprego, todas as fórmulas 
de reatancia de cabeça de bobina, quando comparadas entre si, apresentam 
resultados numéricos bastante próximos. 
Poder-se-ia. pensar em obter-se fórmulas mais precisas para. o cálculo 
desta impedância. Porém, mesmo que se consiga uma forma de representar a 
distribuição de campo ou a geometria da máquina com maior fidelidade, ainda 
assim o problema não estaria resolvido. Tudo isto porque cada fabricante tem o 
seu próprio projeto e cada um deles utiliza a fórmula que acha mais adequada 
para o calculo. Não havendo outra maneira melhor, pode-se partir para esse 
caminho, e talvez se encontre fórmulas que, com algumas variações de alguns 
parametros, se encaixe no calculo da impedância para cada projeto existente. 
Na verdade, a própria tentativa de se representar, através de fórmulas 
algébricas, efeitos não lineares, como a distribuição de campo, já se 
constitui em uma aproximação com grande possibilidade de erro. Esta pratica 
foi muito empregada no passado, por não se possuir ferramentas que pudessem 
executar com rapidez calculos mais apurados em estudos com este tipo de 
problema. Assim, o que parece coerente, no caso da reatància de cabeça de 
bobina, é fazer uso das fórmulas semi-empíricas existentes ou de programas 
dedicados com métodos modernos e avançados de calculo de campos 
tridimensionais. ` 
Fazendo uso de um bom "programa", pode-se representar a geometria de uma 
maquina com bastante fidelidade e calcular a distribuição de campo na cabeça 
de bobina com igual rigor. O problema do calculo da impedância de cabeça de 
bobina ira se resumir em calcular o enlace total de fluxo na cabeça de bobina. 
A proposta aqui apresentada consiste no calculo da distribuição do fluxo 
magnético no espaço que envolve a cabeça de bobina, usando um programa de 
calculo de campo tridimensional por elementos finitos e no calculo do enlace 
de fluxo total da bobina representada por uma estilização geométrica
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simplificada. 
A representação da maquina é padronizada sob a forma cilíndrica como é 
most¬rada na Fi-gura VII.5-. A carcaça zézuma casca»-cilíndrica perfeifta; não 
possuindo reentrâncias nem furos. O estator e o rotor também são peças 
cilindricas, sendo representadas as ranhuras apenas no estator, onde se vai 
medir a impedância. As ranhuras são setores situados entre duas 
circunferências; a primeira com o raio internozdo estatonze+azoutrazcom»ozraioz 
do fundo das ranhuras da maquina. A área real da-ranhura delimitará o ângulo 
de abertura da ranhura. ~*¬ 
à JJ 
“""'¬ 
I I I I 
,______I 
' Figura VII.5 - Representação padrão da-maquina de indução;-1 - -= ~' *¬' 
A bobina é representada como um condutor sólido (Figura VII.6) com a 
forma igual a das ranhuras nas partes paralelas ao eixo da maquina e com 
seção retangular na parte superior- em forma de arco. -A área da seção 












Figura VII.6 Representação da bobina.
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Cálculo de campo: 
O calcu1o_ da_ distribuição dos campos magnéticos Né feito utilizando o 
método de elementos finitos. Utiliza-se a técnica dos dois potenciais 
escalares: o escalar total e o escalar reduzido (Simkin e Trowbridge, 1979). 
Neste método o dominio do problema é dividido em duas partes. Na primeira 
região,_Q;, se encontram todos os condutores de corrente do problema, e_o 
campo magnético é descrito pelo potencial escalar reduzido Õ (Mesquita e 
Bastos, l989(a)): 
H = Hs - VQ (VII.21) 
onde Hs é o campo produzido pelos condutores no espaço de estudos e pode ser 
calculado por métodos analíticos para algumas configurações de condutores ou 
por métodos numéricos para configurações mais complexas (Mesquita e Bastos, 
1989(b)). Além de condutores, esta região pode conter materiais de baixa 
permeabilidade. 
Na segunda região, Qu, estão contidos todos os materiais ferromagnéticos 
de alta permeabilidade e o campo magnético é descrito pelo potencial escalar 
magnético, W (Mesquita e Bastos, l989(a)); V H _ 
H = -grad W (VII.22) 
Na fronteira Fkj entre Qu e flj as condições de continuidade dos 
componentes tangenciais do campo magnético H e do componente normal da indução 
magnética B são utilizadas para acoplar os dois potenciais (Mesquita e 
Bastos, 1989(a)). Para isto, o potencial escalar Uz é definido, de modo que, 
em Fkjz 
0 - W = Ua (VII.23) 
Isto quer dizer que pode-se encarar o problema total como o cálculo de um 
potencial escalar magnético descontinuo em Fkj. 0 valor do salto de 
descontinuidade é igual a Us. O cálculo de Us é feito a partir da equação de 
continuidade tangencial de H em Fky 
'-(Hb - V¢).t = -(VW).t (VII.24) 
onde t é um vetor unitário tangencial a Fkj. Esta equação pode ser integrada 




A continuidade da componente normal de B é garantida na formulação por 
elementos finitos, como mostrada no artigo de Mesquita e Bastos, 1989(a). 
Distribuição de condutores: 
O enlace total de fluxo é o somatório dos enlaces de fluxo de cada espira 
da bobina. A bobina então sera dividida em condutores individuais. 
A melhor distribuição para os condutores na ranhura é a que realmente 
existe na máquina, sendo porém de representação quase impossível. Uma 
representação com distribuição uniforme dos condutores poderia ser adotada no 
lugar da distribuição real. Porém, neste trabalho, adotou-se uma forma mais 
simples de representação. Nela não se leva em conta a forma e nem as areas dos 
condutores. Cada condutor ficará situado em um ponto de uma malha cartesiana 
(Figura VII.7). Dentro da ranhura, o número de condutores posicionados nos 
arcos é proporcional ao comprimento do arco médio da ranhura.e o número de 
condutores posicionado nos raios é zxpporcional à profundidade da ranhura, 
sendo o produto dos dois números igual ao inteiro mais próximo do número de 
condutores realmente existentes na máquina. Com isso, deve-se definir, também, 
um fator de correção FC para o número de condutores. 
_ núm. de cond. exist. na ranhura FC Í núm. de cond. alocados na ranhura (VII`26) 
A distribuição dos condutores na seção transversal da parte da bobina em 
arco mantém a distribuição já posicionada nos-raios e assume uma distribuição 
uniforme na direção vertical, com o mesmo número de condutores existentes nos 
arcos da ranhura (Figura VII.7). 
<: f CI ~ 
'Figura VII.7 Distribuição de condutores na cabeça de bobina.
178 
Enlace de fluxo: 
Com a forma padrão adotada para a bobina, todas as espiras terão a forma 
mostrada na Figura VII.7 (c) e o fluxo enlaçado por cada espira pode ser 
calculado através da integral da densidade de fluxo na superfície cilíndrica 
contornada por ela. 
A integral é realizada utilizando-se o Método de Integração de Simpsom. A 
impedância de cabeça de bobina por fase é encontrada através da seguinte 
expressao: 
X = 2 FC wínbob À. (VII 27) 
onde: X é a reatãncia de cabeça de bobina por fase, 
FC é o fator de correção do número de condutores, 
w é a freqüência do enrolamento em rd/s, 
nbob é o número de bobinas por fase,
ç 
A é o enlace total de fluxo da cabeça de bobina e 
i é a corrente nos condutores da bobina. 
Comprovação do método: 
Seja um condutor unifilar reto de comprimento L, conduzindo uma corrente 
I. Seja P um ponto situado em uma superficie cilíndrica colocada próxima ao 
condutor como mostra a Figura VII.8. 
A densidade de fluxo neste ponto P será dada pela expressão: 
u I _ 
B = ° f Z + L 2 1 (v11.2s› 
2 + d (L - z) + d 
Se uma espira (linha pontilhada) é colocada nesta superfície o f¶uxo 
enlaçado por ela será: 
¢!.2¡-í-ÍRZ 2 2 
vz = 2R1×1o"'{2sen(_‹×z/2) - zsentaz/z.) - -5%*-Ê'âi“ ¢‹›s(‹z/z) ‹1‹z} 
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Figura VII.8 Segmento de condutor. 
Para um condutor de comprimento L = 0,045m, conduzindo uma corrente de 
o,1mA e uma aspira de raiz R = o,o7ôm com «1 = o,o1° e az = a9,99°, obtém-se 
para o fluxo enlaçadoz 
w = 0,6854 1o'** wb. 
Para o calculo através do método numérico proposto foi considerada uma 
única espira, da forma padrão, com posicionamento mostrado na Figura VII.8 e 
com profundidade dos condutores de 0,1mm, conduzindo a mesma corrente de 
0,1mA, somente em um dos trechos reto. Na parte em arco e no outro trecho 
reto, a corrente é zero. 0 valor correspondente para o fluxo, quando calculado 
com a superficie dividida em uma malha de 34 x 34 para a integração de Simpsom 
foi de: 
¢ = 0,6792 1o 1* wb. 
Exemplo VII.1 
Para exemplo do cálculo da reatãncia considerou-se.a máquina fornecida 
por Say (1968) paginas 392-396 e cujas dimensões são mostradas no APÊNDICE A. 
A reatància de cabeça de bobina calculada por Say (1968) para esta maquina tem 
valor 6,60 por fase. Isto indica que a reatãncia do estator pode ser tomada 
como metade desse valor (Alger,1965)- Assim o valor calculado pelo método 
proposto deveria estar em torno de 3,30. - 
Como o método utiliza uma integração numérica, o valor da reatancia 
variará um pouco com a malha escolhida para a integração de Simpsom. Esta 
variação é mostrada na Tabela 1.
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Malha para Reatância . Tabela VII.1 
- Variação da reatãnciafde cabeça 
Integração [Q] de bobina com a malha de 
2 X 2 O 8089 integração utilizada. 
4 x 4 1,5789 
8 X 8 3,3286 
12 × 12 3,6784 
Exemplo VII.2 
Um trabalho publicado pelo AIEE(1948) apresenta os valores dos 
parâmetros de uma maquina calculados por alguns estudiosos do assunto, a 
título de comparação, cujos dados foram fornecidos pelo AIEE. Os valores 
encontrados foram tabelados (COMMITTEE AIEE, 1948), extraindo-se somente os 
valores da reatãncia de cabeça de bobina, mostrados na Tabela VII.2. 
Tabela VII.2 ~ Reatãncias apresentadas no artigo AIEE, em Ohms. 
PLA ECB BMC VHF TCL LMN PHT 
3,66 4,10 3,66 4,11 3,96 3,94 2,95 
Tabela VII.3 - Variação da reatãncia de cabeça de 








2 x 2 1.3960 
6 × 6 2§2280 
14 × 14 2.3712
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VII.6 Conclusões ~> ~ 
Foi apresentado todo o formulario utilizado nas modelagens das máquinas 
de indução estudada neste trabalho. Apresentou-se também discussões sobre 
formas -alternativas para o cálculo de' alguns^ parâmetros, destacando-se 
inovações como o uso do método de elementos finitos para o cálculo* de 
reatãncias e da resistência de segmento de anel, além de métodos iterativos 
para cálculo de reatância e resistência de barras. Como contribuição, 
propôs-se uma metodologia para cálculo da reatància de 'cabeça de sbobina, 
apresentando-se todo o desenvolvimento teórico que é feito a' partir 'da 
obtenção da distribuição de fluxo na região envolvida. A metodologia foi 
validada através de comparações com resultados analíticos e sua implementação 
efetiva ainda ficou dependende, principalmente, de desenvolvimento de programa 
dedicado de cálculo de campo tridimensional que possa representar, de forma 
mais realista, todos os enrolamentos envolvidos na região ocupada pela cabeça 
de bobina. 
Os cálculos dos parâmetros das máquinas utilizadas são mostrados no 
Apêndice 8,. tendo sido realizados pelos formulários tradicionais. A 
implementação desses parâmetros nos programas de cálculos é feita através das 
formulas e das dimensões fisicas das máquinas, permitindo que a modelagem seja 
utilizada também para análise de projetos. Completada a modelagem, os 
resultados, a validação e a sua avaliação são apresentados no. capitulo a 
seguir.
_
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Este capitulo tem por finalidade apresentar osâresultados obtidos através 
dos modelos estudados para lhes dar validação e mostrar seus potenciais 
aplicativos. Com as equações dos modelos, foram elaborados programas de 
simulação em linguagem FORTRAN, possibilitando simular desempenhos das 
maquinas em regime permanente e regime dinâmico. Os resultados destes 
programas são apresentados através de curvas de corrente e conjugado em função 
da velocidade (regime permanente), curvas corrente, velocidade e conjugado em 
função do tempo (regime transtório de partida) e também pontos característicos 
de operação tais como, rotor livre e bloqueado. _ 
Os parametros utilizados foram calculados segundo as fórmulas usuais 
apresentadas no Capitulo VII, a partir das caracteristicas fisicas de très 
máquinas de linha de produção comercial. Os cálculos, propriamente ditos, são 
mostrados no Apêndice B, assim como os valores finais realmente utilizados nas 
simulações.
\ 
Duas das máquinas utilizadas foram especialmente cedidas pelos flseus 
fabricantes e a máquina de gaiola dupla é um equipamento didatico instalado no 
Laboratório de Maquinas Elétricas e Eletrônica de Potência da Universidade 
Federal de Santa Catarina, LAMEP/UFSC, sendo a documentação dos motores 
fornecida pelos fabricantes e apresentada no Apêndice C. 
As validações dos modelos são feitas através de comparações entre 
resultados de simulações e outros obtidos por ensaios (rotor livre, rotor 
bloqueado, curvas de regime permanente e curvas de partida livre), sendo 
apresentada no item VIII.2. 
No item VIII.3, a qualidade do modelo é ayaliada por comparações com 
resultados de simulações obtidas por um modelo de Park convencional e no item 
VIII.4 são apresentadas algumas sugestões.para possiveis aplicações. -
183 
VIII.2 Validação dos modelos 
VIII.2.1 Ensaios de rotor livre e rotor bloqueado 
Foram utilizados sempre que. possível os resultados de :ensaios dos 
fabricantes. No caso da máquina monofasica os ensaios foram refeitos para 
confirmação da temperatura de ensaio e também para obtenção da corrente do 
enrolamento auxiliar não fornecida pelo fabricante (Apêndice C)._ 
Os resultados de ensaios da maquina de gaiola. dupla fornecidos pelo 
fabricante foram realizados a 50 Hz (Apêndice C), impondo que às simulações 
fossem realizadas também nesta frequência. Além disso, a maquina foi ensaiada 
com uma ligação em delta e dois conjuntos de grupos em paralelo, exigindo uma 
correção numérica nos resultados dos ensaios para comparação com os resultados 
simulados, calculados em estrela e com todos os grupos em série. 
Para facilidade de expressão 'as máquinas serão doravante denominadas 
como: 
Máquina 1 - Motor trifasico WEG de gaiola única, 
Máquina 2 - Motor monofásico KOHBACH com enrolamento auxiliar de 
partida, 
Maquina 3 - Motor EQUACIONAL com rotor em dupla gaiola. 
Tabela VIII.l Resultados de ensaios da maquinal. 
Temperzturaz 1-:stator - 90°C e Romr- - 13_e°c 
Rotor livre Simulação Ensaio Diferença 
Tensão 220 v 22o v 
corrente 1,990 A 1,993 ' '-9 ~1s/. 
Rotor bloqueado Simulação Ensaio Ensaio 
Tensão 220 V 220 
Corrente 22,163 A 24,000 A -7,657 
Conjugado elet. 23,40 Nm 23 54 Nm -¬0~59% _ -
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Tabela VIII.2 Resultados de ensaios da maquina 2. 
Temperatura: Estator - 42°C e Rotor - 70°C 
Rotor livre Simulação Ensaio Diferença 
,Tensão principal 220 V 1 220 V ----- -- 
Corrente principal 6,224 A 6,45 A -3,49% 
Tensão auxiliar 110 V 110 V ----- -- 
A 
Corrente auxiliar aberto aberto T ----- -- 
Rotor bloqueado Simulação Ensaio 
Tensão principal 220 V 220 V ----- -- 
Corrente principal 47,057 A 46,63 A ' +0,90% 
Tensão auxiliar E 110 V 110 V ----- -- 
Corrente auxiliar 26,392 A 27,000 A -2,25% 
iConjugado elet. 15.15 Nm 14,40 Nm +5,21% m 
Tabela VIII.3 Resultados de ensaios da máquina 3. 
rempez-amraz 1-:stawr - 13°C e notar - 113°c 
Rotor livre Simulação Ensaio Diferença 
Tensão Y 440 V 440 V 
Corrente 1,923 A 1,894 A 1 53/ 
Rotor bloqueado Simulação Ensaio 
I
I 
Tensão 440 V 440 V 
Corrente 18,819 A 19,000 A +0,95% 
Conjugado elet. 67,53 Nm 67,75 Nm +0,32% 
VIII.2.2 Curvas de regime permanente 
As principais curvas de regime permanente para avaliação do modelo são a 
de corrente e a de conjugado eletromagnético em função da velocidade. Essas 
curvas são comparadas nos seus valores limites (ponto inicial, ponto final e 
ponto de conjugado maximo) e para um conjunto de pontos obtidos nos ensaios de 
carga realizados pelos fabricantes. 
A maioria dos limites destas curvas já foi comparada nos ensaio a vazio e 
rotor bloqueado, restando comparar o ponto de conjugado maximo e alguns pontos 
da curva de carga. 
Os valores de conjugado fornecidos pelo fabricante são medidos no eixo e 
devem ser corrigidos para comparação com a curva de conjugado eletromagnética 
calculada. Esta correção é feita levando-se em conta o acréscimo de conjugado 
no eixo se não houvesse perdas no ferro e rotacionais durante o funcionamento 
da maquina em carga. Sugere-se corrigir o conjugado medido segundo a seguinte 
expressão:
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Tcorz-1g1d‹› = Tmediâo + ~ (v111.1) 
Háquina 1: 
As curvas de corrente e conjugado em função do escorregamento calculadas 
por simulação são mostradas nas figuras VIII.1 e VIII.2. Para comparação, os 
pontos da curva de carga, da partida e o correspondente ao conjugado maximo 
fornecidos pelo fabricante também são marcados nesta mesma figura. 
As perdas no ferro + rotacionais a 100 % da carga calculadas e fornecidas 
pelo fabricante são iguais a 290 W (Apêndice C). 























































Condição de conjugado maximo 
' velocidade escor. corrente conjugado conjugado conjugado 
rpm rd/s ' medido corrigido calculado 
1224 128,18 0,32 20,61 24,00 26,26 29,42 
' Calculada pelo fabricante. 
Erro máximo de corrente nos pontos analisados: imperceptiveis 
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Figura VIII.1 Corrente × escorregamento da máquina 1. Pontos medidos e curva 
calculada. 
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Figura VIII.2 Conjugado eletromagnética x escorregamepto da máquina
Máquina 2: 
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0 procedimento tomado para a maquina 1 é repetido para a máquina 
monofásica. Nesse caso o fabricante só forneceu 3 pontos da curva de carga. 
As perdas no ferro + rotacionais a 100 % da carga calculadas e fornecidas 
(Apêndice C) pelo fabricante são iguais a 194.1 W. 
Tabela VIII.5 Pontos da curva de carga da máquina 2. 
velocidade escor. corrente potência conjugado conjugado 
rpm rd/s medido corrigido 
1755 183,78 0,025 
1765 184,83 0.019 
9,60 1512 6,1 
8,40 1212 4,5 




Condição de conjugado maximo 
velocidade escor. corrente conjugado conjugado conjugado 
rpm rd/s 
j 
medido corrigido calculado 
1548 162,10 0,140 25,80 13,2 14,40 17,40 
Erro máximo de corrente nos pontos analisados: menos que 2% 
Erro máximo de conjugado nos pontos analisados: 20,8% 
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Figura VIII.3 Corrente x escorregamento da máquina 2.
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Máquina 3:* 
A máquina de gaiola dupla utilizada pertence ao laboratório de maquinas 
do departamento de engenharia elétrica da UFSC (LAMP), tendo sido adquirida 
para fins didáticos, na implantação do laboratório. A documentação (Apêndice 
C) fornecida pelo fabricante foi solicitada para esse trabalho e não apresenta 
detalhes sobre as perdas rotacionais e nem sobre a perdas no ferro para 
condição de 100% da carga. Por isso, as perdas a vazio é que serão 
consideradas para correção dos valores de conjugado. Além disso a máquina foi 
ensaiada pelo fabricante, a vazio e em carga, a 50 Hz, com ligação delta e 
enrolamentos com uma ligação paralelo, sendo a tabela fornecida pelo 
fabricante convertida para os valores correspondentes ã ligação estrela com 
todos os enrolamentos em série (440 V). 
As perdas a vazio fornecidas são iguais a 272 W (Apêndice C). 
Tabela VIII.6 Pontos da curva de carga da máquina 3. 
velocidade escor. corrente potência conjugado conjugado 

















































' O conjugado maximo da maquina. 3 não foi fornecido no ensaio do 
fabricante, podendo ser estimado através da curva de carga fornecida pelo 
mesmo. 
Erro maximo de corrente nos pontos analisados: 15% 
Erro maximo de conjugado nos pontos analisados: 15%
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Figura VIII.8 Corrente x escorregamento da máquina 3. 
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Figura VIII.7 Conjugado eletromagnético x escorregamento da máquina 3.
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Comentários: 
As curvas de regime permanente servem como primeira avaliação dos 
modelos. Suas formas são de conhecimento geral e os efeitos das harmônicas 
sobre elas já foram examinadas em trabalhos anteriores. Por isso, a simples 
observação destas curvas pode dar uma primeira resposta da possivel validade 
do modelo. Levando~se em conta que as perdas rotacionais e no ferro não-estão 
sendo consideradas nos modelos, os conjugados calculados devem dar valores bem 
acima. dos conjugados medidos. Os erros encontrados podem' ser considerados 
perfeitamente aceitáveis, ainda mais, levando-se em conta que as medidas de 
conjugado maximo são obtidas através da partida da maquina com uso de grande 
inércia. Esta condição é caracterizada como regime dinâmico, obtendo-se 
normalmente valores menores que os de regime permanente calculado pelos 
modelos. Leve-se em conta também que nessas medições a determinação do par de 
valores (escorregamento, conjugado) é de difícil execução, podendo apresentar 
erros consideráveis. 
Ja com a corrente, as diferenças são menores devido ao fato de ser 
pequena a contribuição de corrente relativa a estas perdas. Ainda assim, as 
correntes calculadas devem ser menores que as medidas. No caso da maquina 3, 
maiores diferenças foram encontradas em função da precariedade de informações 
dos ensaios fornecidos pelo fabricante e da documentação fornecida se referir 
ã maquina original que não é exatamente a mesma instalada no LAMEP/UFSC e sim, 
uma similar. 
VIII.2.3 Cuvas em regime transitório de partida 
Os motores foram ensaiados (LAMEP/UFSC) em condições de partida livre por 
alimentação direta da rede. Um tacogerador foi utilizado para medição de 
velocidade, sendo seu sinal, junto com o sinal de corrente, gravados em 
osciloscópio com memória e transferidos ao microcomputador para posteriormente 
obter-se o traçado das curvas. 
Os calculos dos parametros usados nas equações mecânicas são mostrados a 
seguir, sendo adotado para o atrito 10 % da inércia da maquina ou do conjunto. 
A seguir, as curvas de corrente e de aceleração das très maquinas, 
resultantes de ensaios è de simulações, são apresentadas. A comparação e a 
validação pode ser feita visualmente. As curvas de conjugado simuladas são 
mostradas após as curvas de corrente e aceleração de cada máquina.
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Cálculo dos parâmetros da equação mecânica: J = a5nR4 Iqre- z ~« (VIII.2) 
Máquina 1: 
Inércia do rotor: R = 0,04595 e 1 = 0,09 â J = ,00S04~Kgm2~ - ~ 
Inércâz ao e1×°z R = 0,015 e 1 = 0,36 à J = 0,00023 xgmz .W 
Inércía do conjunto acoplamento + taco gerador: J = 0,00252 Kgmz 
Inércia total: J = 0,00779 
Coeficiente de atrito: Ba = 0,00051- 
Máquina 2: 
inércia do rotor: R = 0,050 e 1 = 0,14 à J = ,01100 Kgmz 
Inércia do eixo: R = 0,011 e 1 = 0,34 à J = 0,00006 Kgmz 
Inércía do conjunto acoplamento + taco gerador: J = 0,00252 Kgmz 
Inércia total: J = 0,01358 
Coeficiente de atrito: Ba = 0,001358 
Máquina 3: 
Inércia do rotor: R = 0,075 e 1 = 0,09 â J = ,03578 Kgmz 
Inércia do eixo: R = 0,024 e 1 = 0,36 à J = 0,00150 Kgmz 
Inércia do conjunto acoplamento + taco gerador: J = 0.00748 Kgmz 
inércia totalz J = 0.04476 Km* 
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Figura VIII.8 Corrente do estator durante a aceleração livre da máquina 1. 
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Figura VIII.13 Velocidade x tempo durante a aceleração livre da maquina 2. 
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Figura VIII.14 Conjugado eletromagnétíco de aceleração livre da máquina 2. 
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Figura VIII.15 Corrente do estator durante a aceleração livre da máquina 3.
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Figura VIII.17 Conjugado eletromagnético de aceleração livre da máquina 3.
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VIII.3 - Comparação com modelo de Park. 
Para dar validação aos modelos, as curvas de correntes e velocidades nas 
partidas das máquinas foram apresentadas, comparando-se resultados de 
simulações e ensaios. A simples validação pode ser dada pela semelhança das 
formas e nuances presentes, além das comparações entre amplitudes de correntes 
e tempo de aceleração. Uma forma de confirmar a validação dos modelos e a 
qualidade dos mesmos pode ser feita comparando-se os resultados de simulações 
com outros resultados obtidos através de um modelo com validade já reconhecida 
e que seja de uso corrente por parte de estudiosos do assunto em questão. 
Apesar da nova modelagem, pela própria proposta de inclusão dos efeitos das 
harmônicas de fmm possuir maior potencial de representatividade e de recursos 
de aplicação que os modelos convencionais, a. comparação que será. mostrada 
serve para melhorar a confiabilidade no que de novo se apresenta. 
Os resultados das maquinas trifásicas são comparados com resultados 
obtidos por um programa em FORTRAN para modelo de Park convencional de uso no 
Departamento de Eletrotécnica da UFRJ. Como não se dispõe de medidas do 
conjugado eletromagnético, apenas as curvas dos modelos propostos e do modelo 
de Park podem ser comparadas entre si. 
São apresentados também comparações entre as simulações com o modelo de 
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Figura VIII.18 Corrente do estator durante aceleração livre da máquina 1 
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Figura VIII.19 Velocidade x tempo durante aceleração livre da máquina 1. Novo 
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Novo modelo x Modelo de Park. 
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Figura VIII.21 Corrente do estator durante aceleração livre da máquina 1. Novo 
modelo sem harmônlcas × Modelo de Park.
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Figura VIII.22 Velocidade x tempo durante aceleração livre da máquina 1. Novo 
modelo sem harmónicas x Modelo de-Park × Ensaios. ~ 
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Figura VIII.23 Conjugado eletromagnético de aceleração livre da máquina 1. 
Novo modelo sem harmônicas x Modelo de Park.
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VIII.4 - Aplicações. 
Os modelos são aplicados principalmente a análises de correntes e 
conjugados eletromagnéticos. Eles podem ser utilizados em maquinas ainda em 
fase de projeto, em protótipos ou em acionamentos especiais das maquinas 
comerciais atualmente fabricadas. Além das curvas mostradas na fase de 
validação, outras podem ser obtidas pelos modelos. As correntes das barras e 
dos anéis podem ser representadas da mesma forma que foram as correntes de 
estator. Elas são úteis para. observações da variação de' frequência. e de 
amplitudes. No caso da gaiola dupla as correntes de barra ou de segmento de 
anel podem ser obtidas separadamente para cada anel. 
Uma aplicação importante para os modelos propostos é em estudos de 
conjugados parasitas e seus problemas relacionados, tais como vibrações e 
dificuldades de partida. Pelas curvas de conjugados eletromagnéticos 
apresentadas ficam evidentes essas aplicações. Apesar da presença das 
harmônicas praticamente não produzir modificações na aceleração dos motores 
utilizados, a diferença entre as curvas de conjugado total e de conjugado da 
harmônica fundamental é muito grande, mostrando a que os novos modelos são 
indispensáveis nestes casos. p 
VIII.5 Conclusões: 
Os resultados apresentados neste capítulo tiveram como objetivo validar e 
avaliar a qualidade da modelagem proposta. Foram realizadas comparações entre 
valores medidos e calculados para pontos de operação em regime permanente e 
curvas de regime transitório de' partida das três máquinas utilizadas. 
Visualmente, confirma-se uma razoável aproximação entre resultados medidos e 
calculados. Por outro lado, as comparações numéricas revelaram que em~alguns 
pontos localizados podem ocorrer discrepâncias consideráveis (Veja observações 
anexas às Tabelas VIII.4, VIII.5 e VIII.6). As possiveis causas dessas 
discrepâncias já foram comentadas ao longo deste capitulo, onde se fez um 
destaque maior para a necessidade de maiores informações na documentação dos 
ensaios dos fabricantes e também pelas técnicas de medição por eles 
empregadas. Esta decisão em utilizar os resultados de ensaios dos fabricantes, 
apesar das dúvidas que possam surgir, pode ser entendida como uma intenção de 
tornar mais autêntica a pretendida validação. 0 novo modelo mostrou ter 
precisão ligeiramente melhor que o modelo de Park e, ainda é capaz de mostrar 
com mais detalhes as formas das curvas, destacando-se os zig-zags provocados 
nas curvas de conjugado eletromagnética pela presença das harmönicas espaciais 
representadas. Foram incluidos nos programas de simulações os seguintes
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fatores de correções de parâmetros: temperatura, penetração de fluxo, difusão 
de corrente nos segmentos de anel, fator de saturação, fator de Carter, 
saturação de corrente em ranhuras de barras fechadas. Todas essas correções 
foram implementadas nas expressões trabalhadas no Apêndice B e foram incluídas 
nos programas de calculo como variantes de acordo com as condições de 
operação. Dessa forma, mesmo quando utilizado sem a representação de 
harmönicas, a modelagem ainda apresenta excelente-representação..- mantendo sua 
vantagem sobre o modelo de Park. _
cAPíTuLo lx 
CONCLUSÕES GERAIS 
Das etapas de trabalho: f 
A modelagem da máquina de indução elaborada através da teoria de 
circuitos acoplados e considerando efeitos de harmónicas espaciais de fmm fzê 
analisada neste trabalho. Três tipos de máquinas de indução foram estudada~ 
maquina trifasica de rotor comum, maquina monofásica com enrolamento auxiliar 
mais capacitor de partida e maquina trifásica de gaiola dupla. 
Foram obtidas e apresentadas curvas características de regime permanente 
e de regime transitório de partida, além de pontos de operação em carga e 
condições de rotor livre e rotor bloqueado. 
Das equações dos modelos, elaboraram-se très programas principais em 
linguagem Fortran. Os programas permitem o calculo de condições de operação a 
velocidade constante e de condições transitórias em função do tempo. No regime 
dinâmico, foi utilizado o método de Runge Kutta de quarta ordem para a 
integração numérica. 
Utilizou-se máquinas comerciais como fonte de dados. Suas caracteristicas 
fisicas (arranjos e dimensões) foram empregadas para obtenção dos parametros 
envolvidos nas equações dos modelos. Os parametros foram calculados por 
fórmulas tradicionalmente conhecidas. 
Outras formas de obtenção dos parametros foram investigadas e comentadas. 
Da validação:
à 
Para validação, os resultados de simulações foram comparados às medições 
realizadas nos ensaios. Alguns ensaios foram fornecidos pelos fabricantes e 
outros, necessarios, foram realizados no LAMEP/UFSC.
V 
Apesar das dificuldades na utilização dos' ensaios fornecidos pelos 
fabricantes (regime permanente), adotou-se esta metodologia para dar maior 
autenticidade no processo de validação. Estes ensaios, em geral, não contém 
todas as informações necessarias para que as simulações sejam executadas nas 
mesmas condições, obrigando, por vezes, a utilização de processos de 
recorrència para a obtenção dos dados necessários.
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Os resultados encontrados por simulação se aproximaram satisfatoriamente 
dos valores obtidos nos ensaios. As grandezas comparadas nas tabelas VIII.1, 
VIII.2 e VIII.3 apontam, em geral; diferenças menores que-4%,zfleorrendo-duas- - 
grandes discrepâncias na corrente da máquina 1 (-7,85%) e no conjugado da 
máquina 2 (5,212). 
Como as perdas rotacionais e no ferro não foram incluídas nas equações do 
-modelo,-era_de se esperar que os-resultados.de correntes nas simulações fossemz -^ 
menores que os de ensaios e que os valores de conjugado tivessem um. 
comportamento inverso. As diferenças encontradas para estas grandezas foram ' 
menores que 10%, consideradas aceitáveis. - ^
_ 
Nas curvas de regime permanente, a quase totaiidade «dosz.pontos zde. .~ - 
operação comparados esta muito próxima das curvas calculadas, destacando-se as
1 
maiores diferenças para as curvas de conjugado eletromgnético. Como já foi 
justificado, os conjugados calculados diferem dos conjugados úteis medidos por 
vários motivos. Destacam-se, as perdas que se interpõem entre conjugado 
eletromagnético e conjugado no eixo e, também, as técnicas de medição de 
conjugado útil empregadas pelos fabricantes. 
Os resultados de regime dinâmico foram, bons, excetuando-se apenas as 
grandes diferenças para a corrente°do enrolamento principal da máquina 2 e'f*' 
para a corrente da maquina 3. No primeiro caso, justifica-se a diferença pela 
ligação dos enrolamentos da máquina.-O enrolamento auxiliar é ligado na metade 
do enrolamento principal enquanto que nas simulações eles são considerados 
independentes, gerando uma corrente calculada um pouco menor que a medida. No 
segundo caso, a forma da curva calculada, após a segunda metade do tempo de 
aceleração, difere acentuadamente da curva ensaiada. Ainda assim a curva 
obtida pelo novo modelo é mais próxima que a obtida pelo modelo de Park. 
Discrepâncias desse tipo poderiam ser causadas por diferenças- no angulo - 
inicial da tensão, combinadas a pequenos erros na representação dos 
parametros. 
Da qualidade: - - 
Sob o ponto de vista da proximidade numérica, o novo modelo mostrou-se 
ligeiramente melhor que o de Park, obtendo-se as curvas de correntes de 
partidas muito próximas nos dois casos, com pequena vantagem para o novo 
modelo. A mesma avaliação pode ser feita para as curvas de velocidade. 
' Para maquinas comercias empregadas, o novo modelo pode ser considerado 
melhor que 0 de Park, tendo como grande vantagem a possibilidade de emprego 
nos estudos de máquinas com fortes conteúdos de harmônicas. Nessas situações,
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o modelo de Park se afasta. da realidade enquanto que os novos modelos se 
mostraram capazes de representar bem esses efeitos. Essa-conclusão pode ser 
tirada pela observação das oscilações.das-curvas de conjugado:eletromagnético 
obtidas pelos dois modelos. 
Principais contribuições: ` 
'O eqúacionamento em circuitos acoplados e as transformações utilizadas 
constituem uma técnica de modelagem simplificada, eficiente e abrangente em 
termos da representação harmônica de fmm. Baseada em estudos anteriores, foi 
apresentada em très capitulos todo o desenvolvimento matemático da modelagem 
da maquina trifasica, buscando-se as comprovações de resultados anterionmente 
mencionados. A partir deste desenvolvimento e das caracteristicas particulares 
do motor monofásico, estabeleceu-se um modelo apropriado para esta outrf> 
maquina. Para os dois casos, foi apresentada toda uma interpretação fisica com 
a finalidade de esclarecer os resultados matemáticos encontrados nos modelos. 
Com isso, pode-se identificar a estrutura dos sistemas de variaveis em 
componentes simétricas e coeficientes constantes em termos das relações entre 
variáveis e referências estabelecidas. Da maquina trifasica, também, obteve-se 
uma nova modelagem para máquinas com rotores de gaiolas dupla, onde são 
incluídas, além dos efeitos de harmonicas de fmm, relações estabelecidas pela 
distribuição de fluxos entre as gaiolas e os enrolamentos do estator. Em todos 
os casos, as correntes das gaiolas podem ser obtidas de forma direta pela 
solução do sistema de equações. 
Além das modelagens desenvolvidas, foi apresentada uma análise sobre 
metodologias para cálculo de parametros, onde o principal destaque foi dado 
para o calculo da reatância de cabeça de bobina, propondo-se uma nova técnica 
de calculo para ela. Para isto, utilizou-se um programa de cálculo de campos 
magnéticos tridimensionais baseado na teoria de elementos finitos. 
Das aplicações: 
As curvas obtidas pelos modelos são apropriadas para pstudos de máquina 
de indução envolvendo analise de harmônicas de correntes do estator, das 
barras e dos anéis. Para estudos de conjugados parasitas e suas frequências de 
oscilação, o modelo pareçe ser o mais indicado, podendo analisar separadamente 
as curvas relativas a cada harmônica. 
Os efeitos de harmônicas existentes nas curvas de conjugado 
eletromagnético em regime permanente podem ser observados pelas ondulações 
mostradas nas regiões próximas ao escorregamento 1.0. A presença de fortes
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harmônicas (73 e 115 principalmente) sempre provoca esse tipo de deformação 
nestas curvas. Nas máquinas utilizadas, o efeito é fraco porque as mesmas ja 
foram melhoradas experimentalmente.pelos¬seus-fabricantes..,. - _ J; 
0 modelo, portanto pode ser utilizado para análises de conjugado minimo, 
analise de conjugados parasitas em geral e em estudos de arrastamentos e 
bloqueios na partida, em estudos de perdas, de interferências eletromagnéticas 
e de ruídos. - z z . z 
O modelo também pode ser empregado na analise das máquinas de indução 
acionadas através de conversores eletrônicos ou de qualquer outra forma de 
aplicação, onde o conteúdo de harmônicas nas correntes seja um fator 
relevante. ~ 
Como os parametros são calculados por equações internas dos programas de 
simulação, onde as variaveis envolvidas, principalmente as dimensões físicas 
das maquinas, são dados de entrada, a modelagem pode ser empregada para 
analise de desempenho de maquinas em fase de projeto, sem mesmo que um 
protótipo tenha sido construído. 
Dos parâmetros: 
Os parametros utilizados foram calculados utilizando-se os formulários 
existentes nas referências mencionadas. É de conhecimento geral que a maioria 
destas fórmulas dão bons resultados, ocorrendo alguma dificuldade no calculo 
das indutãncia próprias, da indutãncia zig-zag e da indutância de cabeça de 
bobina. Nas indutancias proprias, os cálculos dos circuitos magnéticos são 
feitos com muita simplificação. Para a zig-zag, as fórmulas pesquisadas não 
são devidamente justificadas, porém todos os autores a utilizam. E a fórmula 
empregada para o calculo da indutancia da cabeça de bobina exige o 
conhecimento de dimensões da maquina que são dificeis de se obter com 
precisão.
A 
Outros métodos de cálculo de parâmetros foram investigados e comentados 
no Capitulo VII, envolvendo cálculos iterativos ou por elementos finitos. Para 
resistências e indutâncias de dispersão das barras, as fórmulas utilizadas 
ainda se mostram eficientes e de obtenção mais simplificada. O método para 
calculo de resistênciar de anel apresentado por Uilliansom comprova maior 
precisão do que o uso do fator de correção Kring, não tendo sido utilizado por 
exigir o emprego de um programa computacional de calculo, não disponivel no 
GRUCAD, utilizando elementos finitos e potencial `escalar complexo. Para a 
indutância de cabeça de bobina foi desenvolvida uma metodologia de calculo, 
utilizando-se um programa de cálculos de campos tridimensionais por elementos
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finitos, com potencial vetor real. Apesar do método ter sido validado, 
achou-se prematuro difundir o seu emprego nos modelos estudados. A busca de 
metodologias para cálculo de parâmetros-foisexaustiva, consumindo cerca-de_um 
ano de trabalho. Os resultados obtidos reforçaram <› sentimento de que os 
formulários empregados ainda se constituem em ferramentas de grande valor, com 
exceção dos parametros supra-citados. 
Cuidados: _ 
Além dos cuidados com o calculo dos parâmetros, grande atenção deve ser 
prestada na realização dos ensaios. Devem ser verificadas, principalmente, as 
temperaturas ambientes e as temperaturas do estator e do rotor das maquinas. 
Na aquisição de curvas de regime dinâmico, devem ser registradas as curvas de 
tensão Juntamente com as curvas das grandezas estudadas, para que o angulo 
inicial da onda de tensão seja medido e considerado nas simulações 
correspondentes. 
Os ensaios devem ser repetidos algumas vezes. 
Resultados de ensaios fornecidos pelos fabricantes, quando utilizados, 
devem conter todos os detalhes necessários. 
O passo de integração do método numérico empregado deve ser analisado em 
relação as frequências harmönicas consideradas no modelo. 
Sugestões: 
Os métodos investigados para calculo de parâmetros devem ser analisados 
em estudos isolados, comparados com medições e com cálculos de parâmetros já 
realizados por fórmulas convencionais. Sugere-se investigar métodos que 
empreguem elementos finitos. 
No caso da indutància de cabeça de bobina, partindo-se da metodologia 
proposta, o próximo passo é utilizar um programa dedicado ao cálculo desse 
parâmetro, diferente deste trabalho, onde utilizou-se um programa 
generalizado. 
A partir do presente estudo, outros tipos de máquinas monofásicas podem 
ser estudadas. O modelo e o programa pode ser modificado para essa finalidade. 
Poderão ser analisadas as modificações para modelar a máquina monofásica com a 
ligação real dos enrolamentos auxiliar e principal. 
Como continuidade, sugere-se analisar o desempenho dos modelos nas 
diversas aplicações mencionadas, sendo a principal delas o estudo do 
acionamento com coversores eletrônicos.
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Que dá. como resultado: 
Bnz.“A`* = 
E bnpk a-n 2 bnpk a-2n E bnpk 
(nh-1)k -n (np-1)I: -Zn (np-1)k 
.1/`/_à_{_Êín?¢2b 8 Eb 4 8 Eb. + 
E blnp-(n-1)lk a-n E bínp-(m-1)]k a-2n E b[np-(m-1) lk
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Comparando a expressão (A.7) com a (III.39), vê-se que Lar = IL:-s tr
APÊNDICE B , . 
CARACTERÍSTICAS DAS MAQUINAS E PARÂMETRQS CALCULADOS 
B.1 Motor trifásico de gaiola simples. 
Máquina 1 - Fonte: Planilhas de Dados UEG. 
Principais dados: 
Motor WEG - MOD 905 - FS = 1,15 - ISOL B - CAT N ' 
Potência - 2,0 CV, Tensão 220/380 V, Corrente 6,5/3,8 A 
Frequência - 60 Hz, cos ¢ = 0,83 e ligação A/Y 
Nfidepoløs-P=4 
Ranhuras do estator - S1 = 36 
Ranhuras do rotor - S2 = 44 - f :«¬ ;.~ _ - 
Condutores por ranhura no estator - 42 - passo 1:8:10:12 
N3 de grupos - 2 por fase - Enrolamentos concèntricos 
Comprimento da máquina - 1 = 0,09 m 
Raio externo do estator - Ree = 0,07 m 
Raio do furo do estator - Rie = 0,04625 m 
Raio externo do rotor - Rer = 0,04595 m - 
Espessura do entreferro - õ = 0,0003 m 
Seção transversal da ranhura do estator - Sei = 60,463 mma 
Seção transversal da ranhura do rotor - Ser-= 26,6 mma 
Raio externo dos anéis da gaiola - Rea = 0,04595 m 
Raio interno dos anéis da gaiola - Ria = 0.03125 m 
Espessura dos anéis - e = 0,007 m 
Altura dos dentes do estator - hde = 0,012 m " 
Altura dos dentes do rotor - har = 0,0107 m 
Raio do eixo - Rzuw = 0,015 m
Largura da coroa do estator - lee = 0.01175 m 
Largura da coroa do rotor - ler = 0,02025 m 
Largura do dente do estator - t1 = 0,00385 m 
Largura do dente do rotor - t2 = 0,00313 m 
Raio médio de entreferro - Rm = 0,0461 m 
Momento de inércia - J = 0,00519 Kgmz 
coeficiente de atrito - Be = 0,0o0s19 xgmz/e 
Resieciviàede de alumínio e 20°C - pez = 3,1346 × 10'8 n m 
Coeficiente de temperatura do aluminio - az! = 3,8 × 10-3 (1/ °C) 
Coeficiente de temperatura do cobre - aeu = 4,0 × 10_3 (1/ °C) 
Inclinação das Barras - ib = 8,1 mm 
Cálculo de parâmetros: 
Resistência do estator: 
Calculada (Veinott): 
Luc = 0,09 + n(0,0925 + 0,012 + 0,0004 + 0,000461) x 1,5 x 9 à 36 
LMC = 0,214 m 
Resistividade do fio 20 AWG usado nos enrolamentos - 0,03448 Q/m 
ns (2o°c) = 0,214 × Élë-Ê-ÊÊ) × 0.03443 = 3,719 n/fase 
Resistência obtida por ensaiez Rs = 4,76 n e 90°C 
Resistência da barra: 
-6 
pb(20°C) = §¿l§ÉÊ_Z_l9___š_9¿9Ê = 1,0591 X 10'* Q 
26,637 × 10'° 
Correção da resistência da barra por penetração de fluxo: 
h = 0,0107 m e z = / --ÊÊÊEÉÍ-¡¡ = 86,93 J s 
3,1346 × 10
9 ç = 0,930 J s 
Para rotor bloqueado s = 1, Ç = 0,930 e 
_ sh(1,e60) + sen‹1,960) _ K” ' °'93° ¢n(1,s60) - ¢°s(1,a60í 1'°84 
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Resistência de segmento de anel: ¢:'f'=" - ¬- - *~ 
la = n (0,0919 - 0,0147) = 0,2425 m 
Sa = 0,007 x 0,0147 = 1,029 x 100_4 me 
O _ _ 3,1346 × 10 
8 × 0,24 _ Ratzo c) _ p la/sz _ 9 O 0001029 - 7,3110 × 
ra (20°c) = ÊÊ = 1,6616 × 
10'° 0 
Correção da resistência devido a difusão de corrente 
Dr = 0,0919 - 0,0147 = 0,0772-m 
Di = 0,0919 - 0,0147 × 2 = 0,0625 m 
Di/Dr = 0,81 _ 
xring = 211-0,91)(1 + 0,91 )*/(1 - 0,91 )* = 0,954 
ra (20°C) = 0,954 × 1,6616 × 10'8 = 1,5852 × 10_8 9 
Indutancia de dispersão de ranhura do estator (Veíno 
1 _ 3p°(s04 × 0,9699)2 × 0,750 × 0,09 × 1,1412 _ s - 36 - 0,0 
onde: Cx (Ve1nott)= 0,750 e 
Ks1 (Ve1nott)= 1,1412 
Indutància de dispersão da barra do rotor (Ve1nott): 
H = (604 × 0,9599 × 3 × 0,96 × 1)/144 × 0,124as)~=~2s 
- - Í-1,4134 + 0,1045”log H) Ksp" = 0,173 × 105 × H 
Ksp" = 14,00 para rotor livre 






Ksp = Ksp" + F = Ksp" + 0,92 
Ksp = 14,92 para rotor livre 
Ksp = 3,26 para rotor bloqueado 
lb = po × 0,09 × Ksp 
1b (vazio) = 1,6669 × 1o`° H 
1b (bloqueada) = 3,6954 × 10" H 
Correção devido à penetração de fluxo: 
_ 3 [sn (1,66) - sen(1,66)1 _ K* ` 1,66 Ich (1,516) - ‹z‹›s(1,66)1` °'982° 
Indutãncia de dispersão de cabeça de bobina do estator (Kuh1mann): 
2 2 
lcbl = 3 (252) X 0'315 X o'9598 [2 + 0,5(1 + -š-J] = 0.000605 H4 21Ix10 x 
Indutància de dispersão de segmento de anel do rotor (Kuh1mann): 
_ 44 × 0.156 ×(1×z)2 fz × 9,22 ~× 1,265 z zzz . 1°” ` 
2" X mv X 18 [151 × 0,7 + 1,2 × 1,47 + 1,4 × 1,26s][4 
Se” J] 
=› lcbz = 1,o6613 × 10'” H 
Coeficientes de Carter: 
Kcest = 8,072(5 x 0,3 + 2,2) = 1,1934 
6,o72(5 × 0,3 + 2,2) - 2,22 
Kcrot = 6,5616(5 × 0,3 + 0,1) = 1,0024 
6,5616(5 x 0,3 + 0,1) - 0,1(O,5 × 0,3 + 0,1) 
Kc = Kcest × Kcrot = 1,1963 
Comprimento de entreferro corrigido pelo Coeficiente de Carter: 
6' = 1,1963 × 0,0003 = 0,000359 m 





A curva de saturação é apresentada na Figura VIII.3 
Regiões de queda de força magnetomotriz:
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Coroa do estator: 
Àrea: A1 = 2 1 Ice = 2 × 0,09 × 0.01175 = 0,002115 m2 
Comprimento: 11 =n(Ree - lce/2)/P = n (0,07 - 0,1175/2)/4 = 0,05038 m 
, _ ¢ _ ¢ 2 Densidade de fluxo. B1 - 0,95 X A1 - 0,002O093 (Hb/m ) 
Dentes do estator: 
Área: A2 = 1 sê c; = 0,09 × 3õ4× o,oo3ss = O 003118 mz 
Comprimento: 12 = hde + lee/2 = 0,012 + 0,01175/2 = 0,01788 m 
Densidade de f1UXO! B2 = ~E = (~ (vb/mz) 
Entfeferro da máquina: 
Área: Ag = 1 2; Rm = o,o9 × 2n4× 0,0461 = O 006517 mz 
Comprimento: lg = ô' = 0,000359 m 
Kp = (1-P/100) = 0,98 
Densidade de fluxo: B8 = 0¢3;7K§g = O 0023243 (Wb/mz) 
Dentes do rotor: › 
Area: A4 = 1 Sã t2 = 0,09 x 444× 0,00313 = 0'003099 m2 
Comprimento: 14 = hdr + ler/2 = 0,0107 + 0,02025/2 = 0,02083 m 
_ __: 
¢×Kp _ ¢ 2 Densidade de fluxo. B4 0,637 X A4 - O,0020561 (Hb/m ) 
Coroa do rotor: -- -
  
Áreaz As = 2 1 lzr = 2 × o,o9 × o,o2o2s = o,oo3s45 me
Comprimento: 15 = 4 = 
' 
4 
= 0 019733 m 
DenS1dâ.de de f1U.XO: B5 = T = õTõã~ (vb/mz) I \ 
Fluxo Polar: 
K _ V 
- I1 r1 cos ¢ _ 220 - 2,06 x 4,76 × 0,83 _ O 983
' 
n(Rz1×o + ler/2) n(0 015 + 0,02025/2) 
¢ × KD 
¢ ' v ' 220
' 
220 × 0,963 _ 003288 Hb ¢ = 4,44 × 60 × 252 × 0,9599 
` 0' 
Coroa do estator 
Dentes do estator 
Entreferro 
Dentes do rotor 

















AFmmc = 311,40 A esp e AFmmar = 217,22 A esp 
311 40 FSM = --i- = 1,4336. 217,22 
I1 r1 cos ¢ ë 24 × 4,76 x 0,85 = 97,1 V à 
K¢ = 0,460 
¢ = 0,460 × 0,003288 / 0,963 = 0,00151 Hb à FSM = 1,2083 
Dispersão zig-zag 
xm = znfuiá/2) Êšäíílšê (53§gÊÊ)2
_ 
Para rotor bloqueado à tensão plena, a queda de tensão seria
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xm 45 × n_× 
10'? × 50 × 0,09 × 0,0451 F0,95s8 × 252]2_ 104,00 Q = " 
1 47055 × 0,o0o359 2 
C `
2 
xzz = 5-'%95-'-92 [(4 × 22)/352] = 1,05504 0 =› Lzzi =~ 0,0025012 H 
2 _ 
xzz = íiäml [(4 × 22)/442] = 0,705s4 0 5 Lzzz = 0,0015751 H 
5 Lzzz, = 1,17525 × 10"? H 
Parâmetros para simulação: 
Todas as bobinas do estator estão originalmente ligadas em série. 
Resistência dos enrolamentos do estator: 
- a 24°C = 3,755 n W 
Coeficiente de variação da resistência do fio utilizado = 0,00393 Q/°C 
- a 70°C = 4,445 n 
- z 90°C = 4,742 n 
O fabricante forneceu o valor de 4,76 Q (Apêndice C) 
Resistência de uma barra da gaiola: ` 
- a 24°C = 1,0755 × 10'**n 
Coeficiente de variação da resistência utilizado = 0.0039 Q/°C 
- a 110°C = 1,4375 × 10'* n 
- a 135°c = 1,5455 × 10'* 0 
Esta. resistência. é corrigida internamente no programa. de simulação devido 
ao efeito pelicular, que depende do escorregamento. 
Resistência de um segmento de anel: 
- a 24°C = 1,5099 × 1o`° 
-z a 11o°C = 2.1499 ,Â 10'° _” _
  
- a 13a°C = 2,3147 × 1o'° 
Indutancia de dispersão de ranhura do estator = 0,001888 H
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Indutancia de dispersão de cabeça de bobina = 0,000605 H 
Indutância de dispersão zig-zag do estator = 0,002801 H 
Total de indutância de dispersão do estator = 0,005294 H 
Indutancia de dispersão (ranhura) de uma barra da gaiola 
Para raroz- bloqueada = 3,6954 × 1o"' H 
Para z~‹›z<›z~ nvre = 1,6869 × 1o'° H . 
Essa indutância varia com a saturação no ferro sobre a ranhura 
Indutancia de dispersão zig-zag de uma barra da gaiola = 1,1753 × 10-7 H 
Total de indutância de dispersão da barra: 
Para rotor bloqueado = 4,8707 × 10-7 H 
Para rotor livre = 1,8045 × 10-6 H 
Indutancia de dispersão de segmento de anel = 1,0861 × 10'9 H 
Fator de saturação a vazio = 0,7325 
Fator de saturação com rotor bloqueado = 0,8276 
A variação é feita internamente no programa conforme a corrente de carga. 
Os demais parametros são calculados internamente no programa de simulação. 
B.2 Motor monofásico com enrolamento auxiliar de partida 
Máquina 2 - Fonte: Planilhas de Dados KOHLBACH 
Pricipais dados: 
Motor KOHLBACH - MOD KM 48N - FS = 1,1 - ISOL B - CAT B 
Potência - 1,5 CV, Tensão 110/220 V, Corrente 13,8/6,8 A 
Frequência - 80 Hz, cos ¢ = 0,740 “ 
N3 de polos - P = 4 
Ranhuras do estator - S1 = 32 
Ranhuras do rotor - S2 = 44 
Condutores por ranhura no estator: _ _
  
Enrolamento principal: 15 - 23 - 28 passo 1:8:10:12 
Enrolamento auxiliar: 9 - 15 - 22 passo 1:4:6:8
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N3 de grupos - 4 do auxiliar e 4 do principal 
Enrolamentos concêntricos - ligação série e paralelo 
Comprimento da máquina - 1 = 0,12 m 
Raio externo do estator - Ree = 0,08 m 
Raio do furo do estator - Rie = 0,05 m 
Raio externo do rotor ~ Rer = 0,04955 m 
Espessura do entreferro - 6 = 0.00045 m 
Seção transversal da ranhura do estator: 
Sei = 66,400 mma, Sea = 93,300 mma e Ses = 113,900 mma 
Seção transversal da ranhura do rotor - Ser = 26,800 mma 
Raio externo dos anéis da gaiola - Rea = 0,0495 m 
Raio interno dos anéis da gaiola - Ria = 0.0350 m 
Espessura dos anéis - e = 0,001 m 
Altura dos dentes do estator: 
haei = 11,50 mm 
hdez = 15,00 mm 
húea = 17,50 mm 
bue; = 17,50 mm
` 
Altura dos dentes do rotor - hdr = 8,65 mm _ _ 
Raio do eixo - Rzixo = 10,5 mm 
Largura da coroa do estator - lee = 11,375 mm 
Largura da coroa do rotor - ler = 19,900 mm 
Largura do dente do estator - ti = 4,400 mm 
Largura do dente do rotor - t2 = 3,000 mm 
Raio médio de entreferro - Rm = 49,775 mm 
Momento de inércia - J = 0,0155 Kgm2¬ 
Coeficiente de atrito - Ba = 0,00155 Kgmz/s ~ "'“ 
Resistividade do aluminio a 20°C - pa! = 3,1346 × 10'8 Q m 
Coeficiente de temperatura do aluminio - aa! = 3,8 × 10'3 (1/ °C)
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Parâmetros para simulação: 
Resistência do estator: 
Enrolamento principal: 
LMCp¿ = 0,12 + n(0,l + 0,0175 + 0,0OO63; 0,000615) × 1,5 x 7 = 0,242 m
; 
LMCPQ = 0,12 + fl(0.1 + 0.0175 * 0.00063š 0,000615) x 1,5 x 5 = 0,207 m 
LMCPZ = 0,12 + fl(0,1 + 0,0150 + O,00063; 0,000615) × 1,5 x 3 = 0,171 m 
LMCpm = 0,242 x 28 + 0,20g6x 23 + 0,171 × 15 = 0,2137 m 
Resistividade do condutor (3 fios 20 AWG a 25°C) - 0,03396 Q/m 
Rsp = 0,2137 x 528 x Qigšããâ = 1,2773 Q a 25°C 
Resistência fornecida pelo fabricante: Rs = 0,3546 Q por grupo 
Enrolamento auxiliar:
_ 
LMca3 = 0,12 + n(0,1Í+ 0,0175 + 0,00083; 0,000615) x 1,5 x 3 = 0,172 m 
Lucaz = 0,12 + n(0,1 + 0,0150 + 0,00063; 0,000615) x 1,5 x 5 = 0,206 m. 
LMca1 = 0,12 + n(0,1 + 0,0115 + 0,00063š 07000515) × 1.5 × 7 = 0,236 m 
LMCam = 0,172 × 9 + 0,2064; 15 + 0,236 x 22 = 0,2137 m 
Resistividade do condutor (2 fios 21 AWG a 25°C) - 0,0416? Q/m 
asa = 0,2137 × asa × (ÂÊÊ-Êí =1,s3as n a 25°C 
Resistência fornecida pelo fabricante: Rsa = 1,8196 Q
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Resistência da barra: 
-6 
rb(20oC) = 3,1346 ×f10 x 0,12 = 1,4036 X 10-4 Q. . 
26,900 × 10's 
Correção da resistência da barra por penetração de fluxo: 
h = 0,0065 m a « = / --ÊÊÍÊÍÊ-E = 66,93 V`š¬ 
3,1346 × 10' 
5 a = .0065 × 96,93 V5' a z = .739 wš 
Para rotor bloqueado s = 1, e = 0,739 e 
_ sh(1,478) + sen(1,478) _ K” ` °'739 ¢h(1,47s) - ¢os(1,476) ' 1'°26 
Resistência de segmento de anel: 
Ia = 2n (0,0495 + 0,035)/2 = 0,2655 m 
sa = (ÊLÊÊÊ-š-ÊLÊÍÊ) × 0,01 = o,ooo145 mz 
O _ 3,1346 × 10 8 × 0,2655 _ * -5 Ratzo c) - O 000145 _ 5,7396 × 10 0 
ra (20°c) = 2% = 1,3044 × 
1o'° 
Dr = 2 x (0,0495 - 0,0085/2) = 0,0905 m 5 ¬ 
D1 = 0,070 m á D1/Dr = 0,7735
4 
Kring = 2(1-o,7795)Í1-Í-9LZZÊ§¡l = 0,9581 
(1 - . 1 0 7735 
ra (2o°c) - 0 9591 × ra ¿ 1,2499 × 10`°
Indutância de dispersão de ranhura do estator: 
Fator de enrolamento: 
zasenvs 75° + 23sen59 25° + 15sen33 75° _ K"P = ' 29 + 23 +,15 
' ` °'832 
_ 22sen79.7s° + 15sen5ô,25° + 9sen33,159.=_0,849_ K“a ' 22 + 23 +15 
Fator de distribuição de dispersão: 
+ 23 + 2 2 2 c×p = 28 15 × 1 × 32/(4 × 4) = 1,0201 
(29 + 23 + 15)* 0,9322 
2 2 2 
c×a = 9 * 15 * 222 × 1 2 × 32/(4 × 4) = 1,0359 (9 + 15 + 22) 0,949 









Ks = 1,229 
Ks = 1,129 
KS = 0,929 
29 × 1,229 + 23 × 1,229 + 15 × 1,129 _ 1 20 29 + 23 + 15 
" `
' 
9 × 1,229 + 15 × 1,129 + 22 × 0,929 _ 
9 + 15 + 22 _ 
- 1,053 
2pz(529 × 0 932)* × 1 0201 × 0,12 × 1,199 lsp = ' 32' = 0,00 
2pz(359 × 0 949)* × 1 0359 × 0,12 × 1,009
6 
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220955 H _ 
158 = ' 32' = 0,00096189 H 
Indutància de dispersão da barra do rotor: 
b/82 = 1,653 e al/az = 1,236 â F = 0,53 
Hp = 529 × 0,332 × 2 × 0.99 ip = 128'39 Ip
- 
44 x 0,1493
_ 368 × 0,849 x 2 × 0,96 I _ 91 32 Ha ' 44 × 0,1493 a ` ' Ia 
Ho = Hp`= 128,39 x 6,45 = 828,14 à 
Kspou = o;171 X 105 828.14(-1,4087+0,103710g828.14) = 10,123 à 
Kspo = 0,53 + 10,123 = 10,653 
Ibo = po x 0,12 x 10,653 = 1,60643 x 10 
H1 = (528 × Hp1 + 368 × Hax)/896 
-BH 
H1 = (528 x 128,39 × 46,6 + 368 x 91,32 × 27,6)/896 = 4560,86 
xsp1z" = 4,377 ~ 
Ksplpu = 0,171 X 105 45B0,86(-l,4087+0,1037log4560,86) = 2.465 à 
Kspl = 0,53 + 2,465 = 2,995 
lb: = po × 0,12 × 2,995 = 4,51635 × 10 
Correção devido à penetração de fluxo 
7 H 
xx _ 3 [sn(1,47s) 
- sen(1,478)1 _ O 993_
- ' 
1,478 T¢h(1,478) - ¢°s‹1,47síT ' 








_ 2 _ 
°'f15 * °'832 [1,o + o,s(1,6 + 955] = o,ooÓ241a7 H 
o × 4 
2 o 8 °'315 * °'849 [1,o + o,s(1,3 + -É-1 = o,ooo11317 H 
10 x4 
Indutàncía de d1spersão'de segmento de anel do rotor: 
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1°b' ` 1 1,7 × 1,0 + 1,2 × 1,455 + 1,4 × 2,116 5°” 2" * 
_ 44 (1/2)2zzo,15s 
[ 
n × 9,96 × 2,116 
][4 
z /
¶ 2fl x 10 x 15
e lebr = 9,27199 × 1o`*°H 
Coeficientes de Carter: 
Kcest = 9,817(5 x 0,45 + 2.7) = 1,1765 e 
s,s17(s × 0,45 + 2,1) - 2,22 
_ 7,o7s(5 × 0,45 + 0,1) _ 1 0020 K°r°t ` 7,o7s(5 × 0,45 + 0,1) - o,1(o,5 × 0,45 + 0,1? 
`
' 
Kc = Kcest Kcrot = 1,1788 
Comprimento de entreferro corrigido pelo Coeficiente de Carter: 
õ' = 1,1788 × 0,00045 = 0,00053046 m 
Fator de saturação: 
A curva de saturação é apresentada na Figura VIII.5 
Regiões de queda de força magnetomotriz: 
Coroa do estator: 
Área: A1 = 2 1 lce = 2 
Comprimento: 11 =1r(Ree 
Densidade de fluxo: B1 
Dentes do estator:
X 0,12 × 0,011375 = 0,00273 mz 
lce/2)/P = R (0,080 - 0,11375/2)/4 = 0,05836 m 
¢ 2 W”/'“) 
Área: A2 = 1 Sê t1 = 0,12 × 22 x 0,0044 = 0,003896 m2 
Comprimento: 12 = hde + lee/2 = 15,375 + 11,375/2 = 21,063 mm 
Densidade de f1u×dz B2 = --Ê--- = --Ê-- (wb/mz) 
Entreferro da máquina: 




Ag = i 2; Rm = 0,12 × 2n4× o,o49775,= O 009382 mz 
Comprimento: lg = ge = 0,00053046.m~¬=z z;v- - - - - 
xp = (1-P/100) = 0,95 4 xr = xp* = 0,962 = o,s21s 
nens1daàe de fluxzz Bg = °'9216¢ = 2 ¢ (wb/mz) 
Dentes do rotor: 
1 S2't2 0 12 x 44 × 0,003 
0,637 x Ag 0,00648 
, _ , _ .g Área. A4 - P 
- 4 
- 0,00398 m 
Comprimento: 14 = hdr + ler/2 = 8,65 + 19,9/2 = 18,6 mm 
Kc = Kp/(2-Kr) = 0,8902 
Densidade de f1u×°z B4 = ¢ K° á ¢ (wb/mz) 
Coroa do rotor: 
0,637 x A4 0.00283 
Áreaz As = 2 1 lzz = 2 × o,12 × 19,9 × 1o'° = o,oo477s me 
'|!(Rei×o 4' lcr/2) 1!(Ú 0105 4' O Ú199/2) _ Comprimento: 15 = 4 = 
' 
4 
' - 0,01606 m 
_ _ ¢ Kc _ ¢ 2 Densidade de fluxo. Bs - -¡š- - õ:õõš§7 (Hb/m ) 
Fluxo Polar: 
V - I1 ri cos ¢ 220 - B 45 x 1 5524 × 0 22 K¢ = 2 V = 
' 
2 
' ' = 0,990 
_ 220 × o eso _ 003722_wb, ¢ ' 4,44 × 60 × 2š4 × 0,832 ' 0' 
Coroa do estator 
Dentes do estator 
Entreferro 
Dentes do rotor 



















AFmmz = 318,96 A esp e AFmmar = 242,30 A esp 
318 96 FSM = --¿- = 1,3164 242,30 
Reatâncía de magnetização do enroIamento principal: 
_ 284 × 0,832 
2 
4,1., _× 0,12 × 0,04977s _ X” ` 2"8°( 2 ) 1,2282 × vz × 0,000s2842 
' 65'86 9 






























Reatàncla de magnetização do enrolamento auxiliar: 






_ na × 83,40 
12 × 311 
_ fz* × 18,25 ' 
12 × 877 
na × 33,40 
12 × 377 





_ 44? _ 
= 0,00113855 H 
= 0,000s221-1 H ' `
  




izzb = 4,s7ôe4 × io`“ 
Parâmetros para simulação: , , z 
As bobinas do enrolamento principal podem ser ligadas originalmente em 
série.(220,V)le em paralelo (i10.V).e as_bobinas.do enrolamentozauxiliar.sâo~ -« 
ligadas em série (110 V). Nos cálculos simulados as bobinas do enrolamento 
auxiliar e do principal foram consideradas em série, não sendo considerado o 
fato de que nesse caso o enrolamento auxiliar-fica ligado em paralelo com a 
metade do enrolamento principal. 
Resistência do enrolamento principal do estator a 25°C = 1.2772 9 › ~ ‹›~ 
Coeficiente de variação da resistência do fio utilizado = .0040553 Q/°C 
Resistência s 42°C = 1,3655 n - z 
O fabricante forneceu o valor de 1,4184 Q (Apêndice C)- -f "Í f 
Resistência do enrolamento auxiliar do estator a 25°C = 1,6385 Q 
Coeficiente de variação da resistência do fio utilizado = .0040653 Q/°C 
Resistência a 42°C = 1,7517 n - i - 
O fabricante forneceu o valor de 1,8196 R (Apêndice C) 
Resistência de uma barra da gaiola a 20°C = 1.4036 × 10-4 
Resistência de uma barra da gaiola a 25°C = 1.4254 x 10-41 “ ‹ 
Resistência de uma barra da gaiola a 70°C = 1,6242 × 10'* 
Esta. resistência é corrigida internamente no programa. de simulação devido 
ao efeito pelicular (Capitulo 7), -que depende do~ escorregamento. › ' 
Resistência de um segmento de anel a 20°C = 1,2498 × 10_8 
Resistência de um segmento de anel a 25°C = 1,2892 x 10'6 
Rssisceneiz de um segmento de znsi n 10°C = 1;44s2 ×“ro*Â-- -~ - * 
indntàncis de dispersão às rannurs do snfoiansnto pninzipai = 2.20665 × 1o`3 H 
Indutància de dispersão de cabeça de bobina do principal = 0.24187 × 10'3 H 
Indutância de dispersão zig-zag do principal = 1.13855 × 10_3 H
228 
Total de indutãncia de dispersão do enrolamento principal = .003587 H 
Indutãncia de dispersão de ranhura do enrolamento auxiliar = 0,98189 × 10'3 H 
Indutãncia de dispersão de cabeça de bobina do auxiliar = 0.11317 × 10`3 H 
Indutância de dispersão zig-zag do auxiliar = 0,62211 × 10_3 H 
Total de indutãncia de dispersão do enrolamento_auxiliar s_.001897 H _ 
Indutancia de dispersão (ranhura) de uma barra da gaiola . 
Para rotor bloqueado = 4.51635 × 10'? H 
Para rocor iivra = 1.60643 × 1o'° H_ 
Essa diferença e devido a saturação no ferro sobre a ranhura. Ela é 
corrigida internamente no programa de acordo com a corrente de carga. 
Indutãncia de dispersão zig-zag de uma barra da gaiola = 4.57684 × 10-8 H 
Total de indutãncia de dispersão da barra: 
Para rotor bloqueado = 4.9740 × 10-? H 
Para rotor 11vro = 1.6522 × 1o'° H . 
Indutanoia de dispersão do segmento de anel = 9.27199 × 1o`1° H 
Fator de saturação a vazio = 0,7628. 
Fator de saturação com rotor bloqueado = 1.0000 
Corrigidos internamente no programa conforme a corrente de carga 
Os demais parâmetros são calculados internamente no programa de simulação. 
8.3 Motor trifásico de gaiola dupla. 
Máquina 3 - Fontes: Planilha de Dados e Ensaios Anel (Equacional) 
Medições na Máquina Existente no LAHEP 
Pricipais dados: ' 
Motor Anel - Equacional - Classe - Tipo 
MOD - FS = - ISOL F/A - CAT 
Potência -_S¡0 ÇV, Tensão 220/380 V, Corrente 13,0/7,5 A _-
  
Frequência - 50/60 Hz, cos ¢ = e ligação AA/YY z 
N2 do polos - P = 4
Ranhuras do estator - S1 = 48 
Ranhuras do rotor - S2 = 58 
Condutores por ranhura no estat 
N3 de grupos - 12 grupos de 4 bobinas, cada uma_com 26/27/27/26 esplras e 
passo 1:11 
Bitola do condutor - 1 fio 20 AWG + 1 fio 21 AWG 
Enrolamentos distribuidos 
Comprimento do pacote do estator - le = 85 mm 
Comprimento do pacote do rotor - lr = 89 mm 
Raio externo do estator - Ree = 
Raio do furo do estator - Rie = 
Raio externo do rotor - Rer = 7 
Espessura do entreferro - ô = 0 
Seção transversal da ranhura do estator - Sei = 173,98 mma 
Seção transversal das barras do 
Gaiola externa - Sre 
Gaiola interna ~ Sri 








Comprimento das barras - lb = 105 mm 
Raio externo dos anéis da gaiola: 
Gaiola externa - Reea 
Gaiola interna - Reia 
Raio interno dos anéis da gaiol 
Gaiola externa - Riea 
Gaiola interna - Riia 
Espessura dos anéis: 
Gaiola externa - ez = 
'Gaiola interna -'el = 
Altura dos dentes do estator - haz = 27,1 mm 






7,94 mm - - z 
7,54`mm 
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Gaiola externa - hmm = 4,8 mm 
Gaiola interna - bmw = 27,9 mm 







Coeficiente de atrito - B = 
Resistividade do cobre a 20°C - p = 1,7240 × 10-8 Q m 
Parâmetros para simulação: 
coroa do estator - lee = 17,9 mm 
coroa do rotor - ler = 22,7 mm 
dente do estator - t1 = 4,628 mm 
dente do rotor - t2 = 4,770 mm (médio) 
de entreferro - Rm = 74,8 mm 
inércia - J = 
Resistência do estator: 
De = 0,15 + 0,0271 + 0,0006 + 0,0028 = 0,1805 m 
LMC = 0,085 + (0,1805 × 1,5 × H x 10)/48 = 0,280 m 
p(1 f1<› 21 // 1 fm 20 a 25 °c) = -1í1--T- = 0.01894 nm 
0,0339s * o,o42s1 
Coeficiente de temperatura do cobre - 3,9 × 10-3 (1/ °C) 
Rs = 0,280 x 848 x 0.01894 = 4,4959 Q a 25°C 
Resistência da barra: 
0a1o1a incernaz rb1(20 c) = ' 6' = 2,1909 × 10 n 
Resistencia de segmento de anel: 
Gaiola externa:
e 
Gaiola externa: rbe(20°C) = 1'724.×.10. x 0'1275= 2,6498 × 10_4 R 
8.296 × 10 `° 
0 1 124 × 10 8 × 0 1275 -4 
10,03 × 10' 
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eae = zn(o,o73so - o,oo794/2) = 0,4388 
se = (s,s3 × 1o`°)2-= 4,6625 × 1o's me - ~ ‹ «~ ~ -- 
-8 
Rae = 1,724 x 10 x 0,4388 = 1,6225 X 10-4 Q 
4,6625 × 1o'5 
rze (2o°c)= Ra/se = 2,7914 × 1o'° n 
Gaiola interna: 
iai = 2n(0,0538 - 0,00754/2) = 0,3143 m 
si = (s,4a × 1o`3)2 = 4,2046 × 1o'5 mz 
-8 
Rai = 1,724 × 1o × 0,3143 = 1,2887 X 10-s 9 
4,2046 × 1o`5 
rae (2o°c)= Hz/ss = 2,2219 × 1o`6 n 
Fator de enrolamento: - 
_ 2ssen(1os,3ô°) + 27sen(so°) + 27sen(73,s4°) + 2ssen(s7,27°) _ K" ' (26 + 27 + 27 + ze) ` °'94°8 
Fator de distribuição de dispersão: Cxp = 0,9375 
Constante de ranhura de estator: ~ 
b/az = 19,6/(2×4,1) = 2,390 e ai/az = 2,8/4,1 = 0,683 =à F = 1530 zz = ~ _ _ - 
d/e = 0,6/2,5 = 0,24 e xsz = 1,30 + 0,24 + É Ê9§;%âÊíÊ5l à 
KS: = 1,54 + 0,73 = 2,09 
Constante de ranhura de estator: 
Gaiola externa: Ksze-= 0,8/1,5 + 0,823 = 11156~~ - - ' * - 
Gaiola interna: Ks1e = 7,1/(3 × 2,1) + 16/1,2 = 14,460
Indutância de dispersão de ranhura do estator: 
ls _=_;3¡zz(84s × 
0,525s)2 280/5375 ×0,0__ss × 2127 = 8,7594 X 10-3 
Indutància de dispersão da barra do rotor: 
Gaiola externa: lbe = pp × 0,1275 x "ÕÊ c›m 
Indutância de dispersão de cabeça de bobina do estator: 
Gaiola interna: lbí = po x 0,1275 × gi- + -;ZLl- = 2,3169 × UÍ8 H 1,2 3 x 2,1 
232 
H _ 




1‹zbz = 3 (424) “ °'Í15 “ °'9255 [3 + 0.s‹5,s + 0.s)] = 3,7543 × 
10'° H
4 2n x 10 x 
Indutància de dispersão de segmento de anel: 
Gaiola externa: 
58 × 0 400 1¢bze = _-_-'-_ [2×4× 1,13 + 
15 2fl x IÚ7 x 
E x 14,95 x 1,580 
1,7 x 0,794 + 1,2 × 0,794 + 1,4 x 1 
z› lcbze = 5,5759 × 10'° yr 
Gaiola interna: 
58 × 0 400 1cb21 = ----;¿-- 2 x 4 x 1,17 + 
7 2n x 10 x 16 [ 0 
H x 14,96 x 15,83 
=› 1¢bz1 = 1,0758 × 10`8 H 
580][4sen? zu/5% 
2 _ 
1,7°× 0,754 + 1,2 × 0,754 + 1,4*×15,s3H4s°“ 2"/58]
2 U ' . . 
/Í u F š"(";/erwafia 
1be1 = po × 0,127|:°-__-'S23 + (3--'21 = 1,8525 × 10'" *M “ “ "- 
Indutància de dispersão mútua entre barras: 
Coeficientes de Carter: 
Kcest = 0.00981'/(5 × 0,0004 + 0,0025) 2 = 1,1648
, 
0,009s17(5 × 0,0004 + 0,0025) - 0,0025 
Kcrot = 0,008081(5 × 0,0004 + 0,0015) = 1.0884 
0,008081(5 × 0,0004 + 0,0015) - 0,0015* 
Kc = Kcest × Kcrot = 1,2655 
Comprimento de entreferro corrigido pelo Coeficiente de Carterr 
6' = 1,2655 × 0,0004 = 0,00050618 m 
Reatância de magnetização por ensaio a vazio: 
272 Ip = 5-;~ããõ = 0,412 A (desprezível) 
Im = 6,56 A linha 
_22o1/5 so _ xm _ ãsz- (šõ) 69,704 n - _ 
Estimativa do fator de saturaçao: 
_ 
_ 
4 uz, × 0,085 × 0,748 _
p xm zzrf (3/2) (212 × 0,9408/2)(F--í---SM X K X 0,00050618) - 109,40/FSM 
à 7o,12= 109,40/FSM z›' 1,6359 
Reatància de dispersão zig-zag: 
2 2 
Estator: lzze = 4 × H Í270'12 (4 
:aí 
) znlôo = 4,2494 × 10_3 H 
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na × 70 12 4 × 22 1 -a Rotor: lzzr = 4 × ' ( . )s -= 2,9104-×-1Q--H- ~----- 12 582 2n 60 
izzb = 1zzr 
[ 
ÊÊ-5-5%;----E-1 = 9,1332 × 10'” H
X 3 x 424 0,9256 
Parâmetros para simulação: 
Todas as bobinas do estator estão originalmente ligadas em série. 
Resistência dos enrolamentos do estator a 20°C = 4,4063 Q 
Coeficiente de variação da resistência do fio utilizado = .0O40653 Q/°C 
Resistêneia a 27°C = 4.5317 0 
Resistência a 73°C = 5.3732 n 

























barra da gaiola externa 
barra da gaiola externa 
barra da gaiola externa 
barra da gaiola interna 
barra da gaiola interna 







Indutancia de dispersão_de 
Indutância de dispersão de 
Indutancia de dispersão zig-zag = 7,1598 × 10 
a 20°C = 2,5495 × 10'* 
a 27°C = 2,7250 × 10`° 
a 12o°C = 3,7257 × 10'* 
a 20°C = 2.1909 × 10'* 
a 27°C = 2.5232 × 10'* 
a 12o°C = 3,0315 × 10'* 
de anel da gaiola 
de anel da gaiola 
de anel da gaiola externa a 120°C = 3,9346 × 10 
de anei da gaiola interna a 20°C = 2,2219 × 10 
de anel da gaiola 
de anel da gaiola interna a 120°C = 3,1252 x 
ranhura do estator = 8,7594 × 10'3 H 
eabeça de bebina = 3,7643 ×-10'” H 
H-3 
2 . Total de indutància de dispersão do estator = 1,9683 ×-10- H 
234 
e×terna a 20°C = 2.7974 × 10'° 
externa a 27°C = 2.3770 × 10`° 
-3 
interna a 27°C = 2,2951 × 10'°
6 
10 °
Indutància de dispersão (ranhura) de uma barra: 
na gzmla externa = 1.4254 × 1o"' H 
235 
na gaiola inter-na = 2,3169 × 1o`° H ¬ ¬ 
Indutância de dispersão de segmento de anel: 
Da gaiola externa = 6,8759 x 10 9 H _ 
na gz1°1a interna = 1.o'/se × 10"” H . 
Indutãncia de dispersão mútua de segmento de anel = 8.6226 × 10_9 H 
Indutância de dispersão mútua de barras - 1,8526 × 10 7 H 
Fator de saturação a vazio = 0,6113 
Fator de saturação com rotor bloqueado = 1,0000 
Corrigidos internamente no programa conforme a corrente de carga 
Os demais parâmetros são calculados internamente no programa de simulação.
Y 
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COND. ROTOR . . . . .. 
COND. AUXILIAR.. 
INCLINACAO . . . . . . . ....... 
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28 ZP4 2 
8 d$4 w 
22 Za4 H 
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DADOS DE SAIDA 
SECAO ESPIRA PRINCIPAL.....* 
SECAO ESPIRA-AUXILIAR......fl 
DIAMETRO EXTERNO ANEL......= 
DIAMETRO INTERNO ANEL......= 
ALTURA ANEL............. ..fl 
TIPO DE CHAPA..............= 
TENSAO DE PARTIDA . . . . . . -....fi 
CORRENTE DE PARTIDA (Ip/In)fl 
CORRENTE NOMINAL . . . . ........= 
FATOR DE POTENCIA NOHINAL..= 
CAPACITOR PARTIDA.....(NFD)= 











































RESISTÊNCIA A PLENA CARGA, CIRCUITO MAGNETICO, POTENCIA E CORRENTE A VAZIO 
FATOR DE ENROLANENTO . . . . . . ...J 
REDUCAO PASSO POLAR..........- 
RESISTÊNCIA PRINCIPAL..(OHH)* 
RESISTÊNCIA 










































rn vz «J r'^ 
§..\ .'t`. vv zz J 
()l = “.3333 ~ BARRA....... (¶m)*
(*|NF.Í|.- . . .- .z -. .- .. . (0l'|I`|`| ) 1* 
ROTOR.......(Ohm)* 
®=$>6»
E G 873 
.ÔÊQÓ 
BOBINA PRINCIPAL.(Kg)2 1.693 
BOBINA AUXILIAR..(Kg)fi 0.573 
ANEL.............(Kg)* 0.196 
BARRA.... . .....(Kg)* 0.374 
CAIOLA.... . ...(Kg)H 0.590 
MAGNETICO..........(HM)fl 0.3759 
ENTREFERRO...............(mm)fi 0.4500 
INDUCAO COROA ESTATOR(KGau5S)= 11.?44 
UCAO DENTE EGTATOR(KG&u$ã)* 14.381 
INDUCAO COROA ROTOR (KGau5$)= 4.618 
INDUCAO DENTE ROTOR (KGau5s)= 14.602 
INDUCAO ENTREFERRO (KGau9%)* 5.3436 
AMP E 
















NO FERRO . . . . . . . . . .Iw)# 
HECANICA8 
COROA ESTATOR(A@)fl 1 
DENIE ESTATOR(A@)fl 
COROA ROTOR (Ae)fl 
DhN¡h ROTOR (Aw)fi 
AMP. EQH. ENTREFERRO...(A@)w 
AL. ......(A@)H 
FATOR DE 8ATURACAO.........w 
CORRENTE DE MAGNEIIZACAü(A)w 
REATANCIA MACNETIZACAO(Ohm)fl 
PERDAS CVP 1 “R ~TOR....(w)fl 
* ' DENTE E8IATOR....(U)fi
z ...-z.....\lI.1)`~"~' 
JOULE A VAZIO....(U)= 
PERDA TOTAL A UAZIO.....(U)fi 
























ONSTGNTE DE REATANCIÊ W 
EAT. RQNHURA E$TñTOR 
EGT. RGNHURA ROTOR 
EGT. ZIGWZñG ESTQTOR 




ENDIMENTO . . . . . . . . . . ..(Z)* 
ñTOR DE POTENCIA . . . . .....w 
ELOCIDñDE..........(Rpm)= 
SCORREOQMENTO . . . . ....(Z)* 
ORRENTE NOMINQL . . . . ..(ñ)fi 
ORRENTE 11 . . . . . . . . ..(A)* 
ORRENTE I2 PRINCIPAL.(ñ)= 
ORRENTE I2` CRUZADO..(ñ)= 
' JOULE ROTOR I2`(U)= 
JOULE ESTATOR..(U)= 
JOULE ROTOR I2 (w)= 






/mm2 NO EQTATOR . . . . ......= 
/mm2 NA BARRA ROTOR... H 
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R E A T A N C I ñ D E P L E N A C ñ R G A 
REAT. INCLINGCAO BARRAS 
REAT. CñBECA BOBINGS 
REQT. PRIMARIA (ESTATOR) 
REAT. SECUNDARIQ (ROTOR) 
REQT. TOTQL DISPERSQO 
R I 8 T I C A C O M C A R G A
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- Ref: aos dados de enrolamento e construção de motor A4/Al-6a 





N9 de canais = 48 - Ferr. n9 98 (vide anexa)~ 
Diâmetro externo = 240 mm
V 
Diâmetro interno = 150 mm 
Comprimento do pacote = 85 mm 
Enrolamento de dupla camada com 53 condutores por canal 
(12 grupos defibobinas, cada unøcom 26/27/27/26 espiras). 
Cada condutor é formado por l fio N9 20 AWG e l fio N9 21 
AWG. 
Passo l -9 ll (passo de lO ranhuras) 
Ligação do enrolamentoAÀ/ÂÂ (220/380 V - 50/60 Hz) 
(lig.paralela) , 
= 0,4 m v 






Rotor de anéis , 
Diâmetro externo = 149,2 mm 
N9 de canais = 36 = Ferr. NB 5 (vide anexa) 
Comprimento do pacote = 89 mm 
Enrolamento de dupla camada com 12 condutores por canal 
(12 grupos de bobinas - cada um com 3 bobinas de 6 espiras). 
Cada condutor é formado por l fio N9 15 AWG e 1 fio N9_l4 
AWG. 
Passo l -9 8 (passo de 7 ranhuras) 
Ligação série, )\-3 pontas 
Rotor de dupla gaiola 
Diametro externo = 149,2 mm 
Compr. do pacote = 89 mm hmbdâ 
N9 de canais = 584- Ferr. n9 281 (vide anexa) // ,Z 
Gaiola superior: cobre - ø 3,66 mm - compr. Í 105 mm 
~ anéis - cobre - 7,94 x 7,94 mm 
-segue-
lã; .š:¡=“¿;¡ë`,_!§f'š`š¡ ELÉTRICA E Rua Secundino Domingues, 787 
FOl'l8: 913-U?77. - TGÍGX (011) 34.169 IECE BR 
J. Independencna - CEP 03223 
DEPARTAMENTO DE EQUIPAMENTOS 1NDusrR|A|s 55° P*-M0 - BHS" 
São Paulo, 21 / O5/ 1988 
NRÍ: ` ,_ 
Sgšf Ref: aos dados de enrolamento e construçao de motor A4/Al 
6a 
(Anel): 5 CV, 4_polos, 50/80 H;.W¬ i Ú _ i Z 
(X-2949) - Gaiola Inferior - Cobre - 1,58 x 6,35 m 
AN (Compr.5 105 m) ewriø 
` 
. Anéis¿= 7,54 x 7,54 mm 
3) Rotor de Gaiola simples 
(X_299) Díametro externo = 149,2 mm 
EQ N9 de canais = 58 - Ferr. 91 (vide anexa) 
Compr. do pacote = 89 mm 
Gaiola¡mat. cobre - 2 x l3 mm,compr. É 105 mm 
Anéis de curto: cobre: 9,5 x_l§,8 mm 
- Díametro do eixo = 48 Em 
- Material = Aço 1045 
Em relação aos ensaios seguem cópias de: 
- Ensaios de: vazio, curto e carga para o motor de anéis (realiza- 
dos em 60 Hz,) vazio, curto e carga para o motor de dupla gaiola 
(realizados em 50 Hz) e vazio, curto e carga para o motor de gaig 
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